Integrali tripli: esercizi svolti

Gli esercizi contrassegnati con il simbolo * presentano un grado di difficolta mag-

giore.

Esercizio 1. Calcolare i seguenti integrali tripli sugli insiemi specificati:

a) /xyzd:rdydz, Q:{(x,y,z)€R3: OSxSl,OSySl,OSle}
0

b /2zda:d dz, Q:{x, ) eR3: 24/a2 + 2<z<x+2}
A y (2,9, 2) Vat+y

s
c) /Qﬁzfﬁdzvdydz,
Q:{(:c,y,z)eR3:1<:c2+y2+22<2,:1:2—y2+22<O,y>0}
(5v2-6)]
d) /Q(:z2+y2+z2—1) dz dy dz,
Q:{(x,y,z)€R3: 2?2+ y? 422 <2, x2—|—y2<z} {7‘((%\[-%)}

e) /(:c+z)dxdydz, Q:{(:v,y,z)ER3: :1:>O,y>0,z>0,x+y+z<1}
Q
El

. 1
f) /x|z]dxdydz, Q:{(azy,z)GRd: \/x2+22<y<2x+3}
JQ
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9) /Qxd:cdydz, Q:{(:U,y,z)ER?’: >0 0<y<2z+41, x2+y2+4z2<1}
Q

)

=

5t
h) / ydx dydz,
Q

Q:{(x,y,z)eR3: P +y?—20<0,0<z<z 22+9% <1, y>0} [i}

‘ y? 3 ;o 2% 42
i) /Qan—i—yzdmdydz’ Q=1(z,y,2) eR’: 1<z+y <2z, 0<2< =
e 14
) /Qdedydz,
Q
Q:{(‘T’y’z)eRS‘ 0<y<a? 2 —22+y* <0, 0<z<,/:cy} [%
m) /log\/mdxdydz,
Q
1
Q:{(%y,Z)ER?’Z 1<w2+22<62,z<x,0<y<g;2+z2} (3]
2 3 2 2 2
n) /y |z| dz dy dz, Q:{(x,y,z)eR D l<at Yyt < 2x, 0<Z<x}
Q
[27‘(—3\/3}

0) /|z|d3:dydz, Q:{(x,y,z)€R3: 22 +y? < 2?1, 2x2+y2—|—22<2}
Q

ﬁ
_
oS

]

D) /x2|y\d3:dydz, Q:{(:Jc,y,z)ER3: 2?2 +y? 422 < 1, O<z<:1:—|—1}
Q

35+ )



Integrali tripli: esercizi svolti 3

Svolgimento
I grafici degli insiemi di integrazione di questi esercizi si trovano sulla pagina web

http://calvino.polito.it /~lancelot /didattica/analisi2/esercizi/grafici_integrali_tripli_esercizio_1.html

a) Consideriamo 'integrale / xyz dx dydz, dove
0
Q:{(x,y,z)€R3: 0<z<1,0<y<l, ogzgl}.

L’insieme 2 & un cubo con spigoli paralleli agli assi coordinati. Poiche la funzione

integranda f(x,y, z) = zyz ¢ il prodotto di una funzione di z, una di y e una di z,

| avedodydz = </Dlxdx> </01ydy) (/Olzdz> =

I R AP |
SRR
2 Jol27 1ol2 1o 8
b) Consideriamo l'integrale / 2zdx dydz, dove
Q

Q:{(m,y,z)€R3: 2\/x2+y2<z<x+2}.

si ha che

Fig. 1: Sezione dell’insieme €2 con il piano zz (in azzurro).
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Osserviamo che 2 e I'insieme dei punti compresi fra il semicono di equazione z =
2y/22 + 2% e il piano di equazione z = x + 2. Integrando per fili paralleli all’asse

z, si ha che

T+2
/Zdedydz:Q/ l/ zdz] drdy =
Q D |J2y/x2+y2

1 x+2
e
D L2 lo/w2g?

D:{(x,y)eRQ: 2\/x2+y2<m+2}.

dmdy:/D [(m—|—2)2—4(x2—|—y2)] dx dy,

dove

Osserviamo che

2
2?2 +yl<z+2 (:c:f) +y§<
3

1.
9
_2)?2
Quindi D & l'insieme dei punti interni all’ellisse di equazione (z Lg’) + % =1
9 3

-2/

Fig. 2: L’insieme D (in azzurro).
Passiamo in coordinate ellittiche nel piano. Poniamo quindi

8
p>0,0<9<2nr, [detJop(p,I)| = 5\/3;)

. x:%—i—%pcosﬂ
y = 2\3psind),

0<p<l1

z,y) €D <=
(@.9) {0§19<27r.
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Quindi si ha che D = ®(D’), dove

D’:{(p,ﬁ)ERzz 0<p<l, 0§19<27r}.

Fig. 3: L’insieme D’ (in verde).

Quindi si ha

/QQZdazdydz:/D{(334—2)2—4(5824‘1/2)} dxdy =

1 2\? 4
:/ (4+4x—3m2—4y2> d;vdy:?)/ l—6—<x——) ——y2] dr dy =
D Dl|9 3 3

128 3
=—V3 - dpdid =
5 V3 /D (p—r") dp
essendo D’ un rettangolo con lati paralleli agli assi p e ¥ e la funzione integranda

prodotto di una funzione di p e di una di 9, si ottiene
128 1 3 2m 256 1, 1, 64
=— — d g ) = — —p-— = = — .
V([ (=) do) ([ av) =57 vn 50 4”]0 27 VT

2

¢) Consideriamo 'integrale / e dx dy dz, dove
o+ 22

Q:{(x,y,z)eRgz 1<x2+y2+z2<2,x2—y2+z2<0,y>0}.

L’insieme € & la parte dello spazio compresa fra le sfere di equazione z2+y?+2% = 2

e 22 +y% + 22 =1 e il semicono y = V2 + 22.
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Fig. 4: Sezione dell’insieme 2 con il piano yz (in azzurro).

Passiamo in coordinate sferiche in cui la colatitudine ¢ misurata rispetto all’asse

y. Poniamo quindi
x = psintcosp

d: < y=pcost p>0,0<9<m 0<@<2m, |detJo(p,?,p)| = p*sind.
z = psindsin @,

Si ha che
1<p?<2

(r,y,2) € <= sin? ¥ — cos2 9 < 0
cost¥ > 0.
Quindi si ha che Q = ®(), dove

Q’:{(p,ﬁ,(p)ERgz 1<p <2 sin?9 < cos®, 0§19<g, 0§<,0§27r}:

:{(p,ﬁ,go)ER?’: 1<p<V2, O§19<%, 0§gp§27r}.
Allora si ha che

2
/szxiwda:dydz = . p?sind cos? o dp dv) dp =

essendo 2 un parallelepipedo con spigoli paralleli agli assi coordinati e la funzione

integranda prodotto di una funzione di p, di una di ¥ e di una di ¢, si ottiene

_ (/fpzdp> (/fmm@) </027rcos2sod¢> =
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=2 (5v2-6).

\/i % 1 27
[— cos 19}0 [2(<p + sin @ cos SD)L G

d) Consideriamo 'integrale / (422 +y? 4 22— 1) dx dy dz, dove
Q

Q:{(x,y,z)eR?’: 2?4yt 22 <2, ac2—|—y2<z}.

Fig. 5: Sezione dell’insieme €2 con il piano zz (in azzurro).

L’insieme Q ¢ la parte dello spazio compresa fra la sfera di equazione 2% 4y?+22 = 2

e il paraboloide z = z2 + 2.
Passiamo in coordinate cilindriche con asse parallelo all’asse z. Poniamo quindi

x = pcosv
P:cy=psind p>0,0<9<2m,  |det Jo(p,y,9)| = p.
z =z,

Si ha che
PP+ <2

(x,y,2) €Q <— z > p?
0<p<l.
Quindi si ha che Q = &(Q), dove
Q’:{(p,ﬁ,z)eR?’: 0<p<l,0<09<2m pP<z< 2—p2}.
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Allora si ha che

/Q(x2+y2+22_ 1) dedydz= /Q (b2 +22 = 1) pdpdvdz =

integrando per fili paralleli all’asse z

=/D[/p:/m(p2+22—1)pd21 dpdv =

1 gV
— 2 _ -3 —
—/Dp[<p 1)z+32 L2 dpdd =

/Dp[(/ﬂ—l)m+%(2—p2)%—(p2—1)p2—%06} dpdy =

=/D [ﬂg\/2—p2—p\/2—p2+lp(2—pz)% 0>+’ - %p7] dp dv,

3
dove D={(p,9) eR*: 0<p<1,0<¥<2r}.

Fig. 6: L’insieme D (in verde).

Essendo D un rettangolo con lati paralleli agli assi p e ¢ e la funzione integranda

prodotto di una funzione di p e di una di ¥, si ottiene
/ (a:2 +9? 2% - 1) drdydz =
Q

(/027r dﬂ)/ol [p3 /2—p2—,0 /2—p2+%p<2—p2>%—p5+p3—1

_7 o
3p}dp

integrando per parti il primo addendo

=27 ([—%f (2—,02)%]1-1-;/01 p<2—p2)% dp+

0
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315 3 3 15
Sl ) e (54)

e) Consideriamo l'integrale / (x + z) dx dy dz, dove
Q
Q:{(az,y,z)eR?’: x>0, y>0, z2>0, a:+y—|—z<1}.

L’insieme 2 & un tetraedro. Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

/Q(:L’—Fz)da:dydz—/ (/()l_m_y(a:—l—z)dz) dxdy:/D {mz—l—;zﬂ:_%ydwdy:
—/[ (1—z— )—i—;(l—x—y)ﬂdxdy,

doveD:{(x,y)eR c 0<z <1, 0<y<1—$}.

Fig. 7: L’insieme D (in azzurro).

Essendo D y-semplice, si ottiene

(x4 z)dxdydz = T :13(1—:L‘—y)—&-l(l—tf):—y)2 dy | dx =
Q 0 \Jo 2

= [[30-e-wr-ja-ew] =
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—/1[ (1—a)+ (1 )ﬂd —/1[1 PN I TSl
= 0 X X 6 xr xr = 0 2.’L’ xr 2.%' 6 X xr =

f) Consideriamo 'integrale / x|z| dx dy dz, dove
Q

1
Q:{(x,y,z)€R3: \/x2+z2<y<2x+3}.

Fig. 8: Sezione dell’insieme €2 con il piano zy (in azzurro).

Osserviamo che & I'insieme dei punti compresi fra il semicono di equazione y =
Va2 + 22 e il piano di equazione y = %m + 3. Osserviamo che sia la funzione
integranda f(z,y,z) = z|z| che 'insieme () presentano una simmetria rispetto al
piano zy. Infatti, se (z,y,z) € Q, allora anche (z,y,—2) € Q e f(x,y,—2) =
f(z,y, z). Ne segue che

/x\z|d:vdydz:2/mzdxdydz,
Q A
dove

1
A :{(az,y,z)eRS: \/$2+22<y<§x—|—3, z>0}

1
:{(m,y,z)€R3: 0<z</y?—2a2, |z| <y<2x+3}.
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11

Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

/a:|z|dxdydz=2/a:zdacdydz:Z/ / xzdz | dedy =
Q A p \Jo
1 222
= / [—xz2] d:vdy:/ m(y2—:c2> dx dy,
D L2 0 D

1
D:{(x,y)GRQ: |$\<y<§w+3}:D1UD2,

dove

con

1
D1={(x7y)€R2; -2 <z <0, —$<y<§x+3},

1
D2:{($7y)6R2: 0§1’<6,$<y<§$+3}

Fig. 9: L’insieme D = D; U D5, con D; in rosso e Dy in verde.
Essendo Dy e Dy y-semplici, si ottiene

/x!z|d:1:dydz=/ J;(yQ—xz) drdy =
Q D

= Da:(gf—w)d:vdy—l— (yz—w)dxdy:
1

=/_02 (/_%:+3<xy —x)dy)dx—i—/ (/QM (2 —x3)dy>dx=

0711 Fa+3 1 1243
:/ {—xy —a:y] da/:-l—/ [ zy? —xy dx =
213 3
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dr+

—/0 L (1 +3>3 3<1 +3>+1 4t
= Y 3.7} 2.13 X 21‘ 31‘ X
611 /1 3 1 1
—i—/o 333(23:—1—3) —x3(2x+3)—3x4+x4

0 94 9 3.9 9
:/ It - Ity x—|—9x dx—l—/ —x— x—l——x +9x | dx =
_9 8 4 2

[ 9 . +33+92r+{ 59,4, 3 +92]6 384
=|———=2" — —=x —T —T —I — = —T —T = —.
o |24 16 2 27 Jo 5

dr =

g) Consideriamo 'integrale / 2z dx dy dz, dove
Q

Q:{(x,y,z)ERg: >0, 0<y<2z+1, x2+y2+422<1}.

Fig. 10: Sezione dell’insieme 2 con il piano zy (in azzurro).

Osserviamo che Q & I'insieme dei punti compresi fra Uellissoide di equazione z2 +

y? + 422 =1 e i piani di equazione t =0,y =0 e y = 2z + 1.

Integrando per fili paralleli all’asse x si ottiene

V1-y?—4z2
/Zmd:vdydz:Q/ / rdr | dydz =
Q D 0
1 V1-y2—422
:2/ [xQ] dydz:/ (1—y2—422) dydz,
2 0 D

dove
D:{(z,y)ERQ: 0<y<2z+1, y2+4z2<1}:D1UD2,
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con

1
D1={(2,y)€]R2; —§<z§0, 0<y<22+1}7

D2={(2,y)€R2: y? 4422 < 1, y,z>0}.

Fig. 11: L’insieme D = Dy U Do, con D7 in rosso e Dy in verde.

Quindi si ha che
/ 2edrdydz = / (1 —y? - 4z2) dydz =
Q D

= . (1—y2—4z2)dydz+/D2 (1—y2—422) dy dz.

Calcoliamo separatamente i due integrali. Essendo D; y-semplice, si ha che

/D1 (1—y2—él,zz)dydz:/_ol /OZZH (1—y2—422)dy] dz =

2

132z+1 0 323
—/1{1_42 gy]o dZ:/_l(—gz — 822 +3>dz_
2 2
[ 8, 83 2]0 1
—[32 32+32_%_6'

»

Essendo Dy la parte del I quadrante compresa nell’ellisse di equazione y? + T
4

=1,

passiamo in coordinate ellittiche nel piano zy. Poniamo quindi

z=1pcosd 1
D p>0,0<9<2m, |detJo(p, V) = =p.
y = psind, 2
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Allora
0<px<l1

z,y) €D =
(z:) ? {0<z9<g.
Quindi si ha che Dy = ®(D5), dove
’ 2 ™
DQ:{(p,ﬁ)eR s 0<p<l, 0<q9<2}.

Quindi si ha che

/D2 (1—y2—422>dydz:/D/2;p(l—pQ)d,odz?:

ed essendo D) un rettangolo con lati paralleli agli assi p e ¥ e la funzione integranda

prodotto di una funzione di p e di una di ¥, si ottiene

_ ( [ dﬁ> B[ =) a] =5 - 1] =

In conclusione si ha che

T 1
2edrdydz = — + —.
/Q:L‘xyz 16+6

h) Consideriamo 'integrale / ydz dydz, dove
Q

Q:{(x,y,z)€R3: 4+ —20<0,0<z<z, 22+ <1, y>0}.

-1.5°

Fig. 12: Proiezione dell’insieme (2 sul piano zy (in azzurro).

L’insieme €2 & la parte dello spazio compresa fra i cilindri di equazione (z—1)2+y? =

1,224+ y2=1leipianiy=0,z2=0e z = .
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Passiamo in coordinate cilindriche con asse parallelo all’asse z. Poniamo quindi

T = pcosv

O: Cy=psind p>0,0<9<2r, |detJs(p,¥,2)|=0p.

z=2z,
Si ha che
O0<p<l1

p < 2cos?
(x,y,2) €N <—

0<z<pcost
0<d<3.

Quindi si ha che Q = &(Q), dove

Q' =<(p,9,2) e R®: O<19<z, 0<p<l1, p<2cost, 0<z<pcost.
2
Allora si ha che
/ydxdydz:/ p?sind dp dy di =
Q Q/

integrando per fili paralleli all’asse z

pcost cos
:/ (/ p%inﬂdz) dpdﬁ:/ pQSinﬁ[zr dpdi =
D \Jo D

0

= / p> cos ¥ sin ¥ dp dv,
D

dove D = D1 U Ds, con

DF:QQMGR?:O<p<LO<§<§},

Dgz{(p,ﬁ)eRQ: g§ﬂ<g, 0<,0<2(:osm9}.
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Fig. 13: L’insieme D = D; U Ds, con D; in rosso e D3 in verde.

Ne segue che

/ ydrdydz = / p® cos¥sind dp dy =
Q D
:/ p® cos¥sind dp dd + P cos¥sind dp dy =
D1 Do
essendo sia D; che Dy p-semplici e la funzione integranda prodotto di una funzione

in p e di una di ¥, si ottiene

1 % g 2cos ¥
:(/ p3dp> / cos ¥ sin ¥ dd +/ cosz?sinﬂ/ pPdp| dv =
0 0 z 0

3

1 1 1 z sy 1 2cos
= [p4] [ sin? 19] ’ + /2 cos ¥ sin [pﬂ dv =
4 0 2 0 s 4 0
3

3 2 3 1 5
= 3 +4/§2 cos® ¥sin ) di) = 39 +4 [_6 COS619} = 18

Wl

jus
3

2
i) Consideriamo 'integrale / YV i dy dz, dove
oz +y?

2 2
Q:{(gg,y,z)eRS: l<a? <2z, 0<z<? J;y }
X

L’insieme (2 & la parte dello spazio esterna al cilindro di equazione z? + 3% = 1,

interna al cilindro di equazione (x — 1)2 4+ y? = 1 e delimitata dal piano z = 0 e

dal grafico della funzione g(x,y) = ””21%7’2
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17

Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

32 12*'2@2 32 y>
drdydz = Y L dz | dedy = dxd
/§2$2+y2$yz /D /0 m2+y22 ray /DxQxy’
doveD:{(x,y)€R2: 1<x2+y2<2x}.

Fig. 14: L’insieme D (in azzurro).

Passiamo in coordinate polari nel piano xy. Poniamo quindi

x = pcos?
(O3 p>0, —7m <9<,
y = psind,

|det Jo(p,J)| = p.
Si ha che
1< p<2cos?
(x,y) €D <=
-5 <9< 3.
Quindi si ha che D = ®(D’), dove

D’:{(p,f})GRzz —g<19<§,1<,0<200519}.
Allora si ha che
2 2 .2
Y Y sin“ 9
—~  _dxdydz = Z_drdy =
/Qx2+y2xyz /szxy /D

———pdpdd =
s coszo’ 4P
essendo D’ p-semplice si ottiene

3 2cos? gin2 ¢ T sin?¥
= ———pdp | d¥ =
/g (/0 cos? 9" p) /

1 ) 2 cos ¥
— dy =
_m cos2 {ZP L
3
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T T T T T T
-2.0 -T/3 /3 2.0

Fig. 15: L’insieme D’ (in verde).

1 /5 sin®Y ) 1R , )
_5/%—008219(4008 ﬁ—l)dﬁ—§/ﬂ(4s1n19—tan 9) dv =

|

1
essendo /sin2 vdy = 5(19 —cos¥sind) +c e /tan2 Ydi =tant — 9 + ¢, si ot-
tiene

L

=3 [2(19— cos ¥ sin ) —tan19+19]§ =7 — g\/g

w3

[) Consideriamo l'integrale / 2zdx dy dz, dove
Q

Q:{(:c,y,z)ER3: 0<y<a? 22 -2z+4y% <0, 0<z<‘/a:y}.

L’insieme Q & la parte dello spazio interna al cilindro di equazione (z—1)2+y? =1

delimitata dai piani y = 0 e z = 0 e dai grafici delle funzioni g(z,y) = /Ty e

h(z, z) = 22,

Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

VZY T
/2zdacdydz:/ (/ 2zdz> da:dy:/ [zﬂ\/iydxdy:/ xy dx dy,
Q D \Jo D 0 D

doveD:{(x,y)ERQ: O0<y<a? 22—-2x+1y><0, a:>0}.
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Fig. 16: L’insieme D (in azzurro).

Osserviamo che D = D1 U Do, dove

Di={(z,y9) eR’: 0<a<1, 0<y<a?},

Dgz{(:v,y)ER2: l<z<2, O<y<\/2x—x2}.

Fig. 17: L’insieme D = Dy U Do, con D; in rosso e Dy in verde.
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Quindi si ha che

/2zd$dydz:/ xyda:dy:/ myda:dy—f—/ xy dx dy =
Q D Dy Do

essendo sia D; che Dy y-semplici, si ottiene

1 x? 2 V2z—x2
:/ (/ a:ydy) d:c—l—/ (/ a:ydy) dx =
0 0 1 0

171 2"732 211 2o—a? IR L2/ 5 3
= — d — de = — d — 2z° — dr =
/0 [2xy]0 x—i—/l [2xy}0 X 2/095 x+2/1 (x a:) X

1 [1 6]1+ 1 Ex?’_i#r_ 13

2

x
6

0o 2

247

m) Consideriamo 'integrale / log Va2 + 22 dx dy dz, dove
Q
Q:{(my 2elR: 1<a?+22<e? z< 0<y<1}
) ) * ) bl $2 + 22 *

L’insieme 2 & la parte dello spazio esterna al cilindro di equazione z2 + 22 = 1,
interna al cilindro di equazione x2 4 22 = €? e delimitata dai pianiy =0 ez = z e
dal grafico della funzione g(zx, z) =

_1
2422

Integrando per fili paralleli all’asse y si ottiene

1
/log\/az2+z2d$dydz:/ (/I2+Z2 log\/az2+z2dy) dedz =
Q p \Jo

log V22 + 22
:/ OEVIT T ixde,
D

2 + 22

doveD:{(q:,z)ER2: 1<a?+ 22 <é?, z<x}.
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Fig. 18: L’insieme D (in azzurro).

Passiamo in coordinate polari nel piano xz. Poniamo quindi
T = pcosv
D p>0, — 1 <9 <m |detJp(p, )| = p.
Si ha che

l<p<e
—3r<y <l

Quindi si ha che D = ®(D’), dove

D'={(p,19)6R2: l<p<e, —Zw<ﬁ<£}.

/4

—3/41m]

Fig. 19: L’insieme D’ (in verde).
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Allora si ha che

log V2% + 22 1
/log\/:rz—i-z?da:dydz:/ %dwdz:/ 8L ipdi) =
Q D T4+ z ’ p

essendo D' un rettangolo con lati paralleli agli assi p e ¥ e la funzione integranda

prodotto di una funzione di p e di una di ¥, si ottiene

i °] 1 ¢
- (/4 dz?) (/ ngdp) :7r|:10g2p] .
— 2 1 P 2 1 2

3
4

n) Consideriamo 'integrale / y?|z| dx dy dz, dove
Q

2
Q:{(m,y,z)eRS: 1<x2—|—y2<2m,0<z<}.
x

L’insieme €2 & la parte dello spazio esterna al cilindro di equazione x? 4 3% = 1,
interna al cilindro di equazione (x — 1)2 4+ y? = 1 e delimitata dal piano z = 0 e

dal grafico della funzione g(x,y)

=z

Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

2
/y2|z]d:cdydz:/szdxdydz:/ (/1 y2zdz> dx dy =
Q Q D \Jo

1 3 y2
:/ y2 {22} dxdy = 2/ = dx dy,
D 2 0 D 2

doveD:{(m,z)GRZ: 1< a?+y? < 2z, :1:>0}.

Fig. 20: L’insieme D (in azzurro).
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Passiamo in coordinate polari nel piano xy. Poniamo quindi

x = pcos?
D : p>0, —r<I<m, |detJa(p, )| = p.
y = psind,

Si ha che
1< p<2cos?

(x,y) €D <= - ~
—§<’l9<§.

Quindi si ha che D = ®(D'), dove

D’:{(p,ﬁ)eR2: —g<19<g, 1<p<2cos19}.

T T T T T T
-2.0 -T/3 /3 20

Fig. 21: L’insieme D’ (in verde).

Allora si ha che

2
/y2|z|d3:dydz:2/ y—2d3:dy:2/ ptan® 9 dpdy =
Q DX D’

essendo D’ p-semplice si ottiene

z 2 cos z 1 2cos?
= 2/ W /1 ptan®9dp | d = 2/ W tan? ¥ [§p2]1 dy =
3 3

=/% (4Sin219—tan219) dd =

_r
3

essendo /sin219d19= %(ﬁ—cosﬁsin’ﬂ)—i—c e /tanQﬁdﬂztanﬂ—ﬁ—i-c, si ot-

tiene

ol

= [2(19—0081981n19)—tan19+19} =21 — 3V3.

w|y
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0) Consideriamo 'integrale / |z| dx dy dz, dove
Q
Q= {(:v,y,z) eR3: 242 <221, 222+ ¥ +22 < 2}.

L’insieme € & la parte dello spazio compresa fra 1ellissoide di equazione 222 + 32 +

22 = 2 e Iiperboloide a due falde di equazione 22 + y? = 22 — 1.

Fig. 22: Sezione dell’insieme €2 con il piano zz (in azzurro).

Osserviamo che sia la funzione integranda f(x,y, z) = |z| che 'insieme €2 presen-
tano una simmetria rispetto al piano xy. Infatti, se (x,y,z) € €, allora anche

(x,y,—2) € Qe f(x,y,—2) = f(z,y, z). Ne segue che

/\z\dwdydz:2/zdxdydz,
) A

dove

A :{(ac,y,z)eRS: 4yt <2 -1, 222+ P+ 22 < 2, z>0}

:{(xy, Doy 22+ y? +1<z<\/2—2$2—y}

Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

2— 2x27y
/|z|dxdydz—2/zdxdydz—2/ < — zdz) drdy =
Vzetys+1

2— 2m2—y
—2/ [ } dxdy:/ (1—3$2—2y2) dx dy,
D

z2+y +1
dove

D :{(m,y)GRQ: \/x2+y2+1<\/2—2x2—y2}

= {(x,y) eR?*: 322 +2° < 1}.
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»

Essendo D la parte del piano xy compresa nell’ellisse di equazione %_3 + &
3 2

passiamo in coordinate ellittiche nel piano xy. Poniamo quindi

— V3
x = %2pcost
P : s p>0,0<9<2m, ]deth>(p,19)]:\/—6p.
y:‘/Tipsinﬁ, 6

Si ha che
0<p<1

r,y) €D <—
(=:9) {0§19<27T.

Quindi si ha che D = ®(D’), dove

D':{(p,ﬁ)ERzz 0<p<l, 0§19<27r}.

Fig. 23: L’insieme D’ (in verde).

Allora si ha che

/Q\z|d:cdydz=/D(l—3x2—2y2> dwdyz?/ﬂp(l—pz) dpdd =

essendo D' un rettangolo con lati paralleli agli assi p e ¢ e la funzione integranda

prodotto di una funzione di p e di una di 9, si ottiene

VB o VB[l 1 VB
o) ] e

2 T4
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p) Consideriamo 'integrale / 22|y| dzx dy dz, dove
Q
Q:{(x,y,z)€R3: 2?4yt 22 <, 0<z<1:+1}.

L’insieme ) & costituito dai punti interni alla sfera di equazione z? + 3% + 22 = 1

compresi fra i piani di equazione z =0e z =z + 1.

Fig. 24: Sezione dell’insieme {2 con il piano zz (in azzurro).

Osserviamo che sia la funzione integranda f(z,y,z) = 22|y| che Iinsieme Q pre-
sentano una simmetria rispetto al piano zz. Infatti, se (z,y,z) € Q, allora anche

(x,—y,2) € Qe f(z,—y,z) = f(x,y,2). Ne segue che

/x2|y|d:vdydz:2/ 22y dx dy dz,
Q A

dove
A :{(:c,y7z)€R3: 24+ +2<1, 0<z<a+1, y>0}

:{(x,y,z)€R3: 0<y<vV1—x2—22 0<z<x+1}.

Integrando per fili paralleli all’asse y si ottiene

N
/x2]y|da:dydz:2/x2ydxdydz:2/ (/ x2ydy> drdz =
Q A D 0

1 Vi—a?=2?
:2/ 2 [yQ} dxdz:/ z? (1—x2—z2) dx dz,
D 27 Jo D
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dove

D:{(x,z)e]RQ: a? + 2% < 1, 0<z<x+1}:D1UD2,

con

Dy={(z,2) eR*: ~1<2<0,0<z<z+1},

DQZ{(.T,Z)ERZ: 2?4+ 22 < 1, :Jc,z>0}.

Fig. 25: L’insieme D = Dy U Do, con D; in rosso e Dy in verde.

Quindi si ha che

/m2|y\dxdydz:/ (17$ fz)dxdz—
Q D

= z? (1—1:2—22) dxdz + z? (1—:1:2—22) dx dz.

D1 D2

Calcoliamo separatamente i due integrali. Essendo D z-semplice, si ha che

/Oz+1 2(1-a? —z)dz] da =

ZHdm:/O z? [(1—:E2) (:U+1)—Z1)’(:U—|—1)3] dx =

0 —1

2 2 2 2 51° 2
_ L5 gt 22 _|_%26_%5 3} -~
/ < x x —{—Sx)dx { 9% ~E% +9 B

Essendo D- la parte del I quadrante compresa nella circonferenza di equazione

0

/Dlacz(l x —z)dxdz—/_l
:/01x2 [(1—m2>z—;z3

z? + 2% = 1, passiamo in coordinate polari nel piano zz. Poniamo quindi

x = pcosv
D : p>0,0<9<2m, |detJs(p,?)| =p.
z = psind,
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Allora
0<px<l1

(x,2) € Dy <=
0<d<3.
Quindi si ha che Dy = ®(D}), dove

Dg_{(p,ﬁ)eR2: 0<p<l, 0<ﬂ<g}.

Quindi si ha che
/ 2 (1 — - 22) drdz = p° cos® ¥ (1 — p2> dpdd =
Dy D},

ed essendo D} un rettangolo con lati paralleli agli assi p e ¥ e la funzione integranda

prodotto di una funzione di p e di una di ¥, si ottiene

jus 1 s
_ 2 9 3 5 _[1 . 2l 1 6} _ T
= (/0 cos 19d19> [/0 (p p )dp} = [%ﬁ—i—smﬁcosﬁ)h {4/} G’ LTI

In conclusione si ha che

2 0 2
dodydz = — + —.
/Qx‘mxyz IRV
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Esercizio 2. Calcolare il volume dei seguenti insiemi:

a) E:{(x,y,z)€R3:
b) E:{(x,y,z)eR3:
¢) E={(,y,2) eR?:
d) E:{(m,y,z)€R3:
¢) BE={(z,9,2) e R
f) E:{(m,y,z)ER3:

g) E= {(x,y,z) eR?:

h) E = {(m,y,z) eR3:

x>0, y>0, z>0, x+y+z<1}

2
x2+4y2<7r2, x2+y2>%, z >0, O<z<:rcosy}

[6]
x2+y2<z<3x2+5y2,z<8—x2—3y2}
%
2, .2 2 1
0<y<3lz|, z*+2°>1, z —2<:E<1+2|z\}
[16]
2t y? + 2% < 4, x2+y2—2x<0}
16 64
B %)
Va2 +y? < z < /32?4 3y2, :L“2+y2+z2<2}
i (V6-2)]

0<z<1—m2—y2}
3]

7 8
2y2+22<x<1+4y2+922}

[37]
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Svolgimento

I grafici degli insiemi di integrazione di questi esercizi si trovano sulla pagina web

http://calvino.polito.it/~lancelot /didattica/analisi2 /esercizi/grafici_integrali_tripli_esercizio_2.html

a) Consideriamo 'insieme E = {(x,y, z) € R¥: 2>0,y>0,2>0,04+y—+2< 1}.

L’insieme F & un tetraedro. Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

m(E):/dedydz:/D</ol_w_ydz) dxdy:/D(l—x—y)dmdy,

doveD:{(l‘,y)ERQ: 0<z<l, 0<y<1—x}.

157

0.5

Fig. 26: L’insieme D (in azzurro).

Essendo D y-semplice, si ottiene

m(E):/D(l—zzc—y)d:z:dy:/01 [/le(l—x—y)dy} dr =

1

:/01 [(1—m)y— ;y2]:_xdac: ;/01(1 —z)tdx = 3 [—;(1—$)3]0d$= 1

b) Consideriamo 'insieme

2
E:{(x,y,z)€R3: z? + 4% < 7, x2+y2>%, x>0, O<z<mcosy}.



Integrali tripli: esercizi svolti 31

L’insieme E ¢ la parte dello spazio esterna al cilindro di equazione 22 + y? = i

1
interna al cilindro di equazione z2? 4+ 4y? = w2 e delimitata dai pianiz =0e 2 =0
e dal grafico della funzione g(x,y) = x cosy.

Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

T cosy
m(E)z/dedydz:/D</O dz)dxdy:/Dxcosydxdy,

dove

2
D = {(:c,y)eRQ: z? + 49? < 72, x2+y2>7r—, x>0}

2
{(UC,Z/)ER2: —g<y<g, T _p2<a< 7r2—4y2}.

T2

Fig. 27: L’insieme D (in azzurro).

Essendo D z-semplice, si ottiene

7r2 4y
m(E):/ xcosydxdy:/ xcosydx | dy =
D 3 \/——y
3 1 |V
:/ cos Yy {2.%} %_ : 2/ ( 72— 3y >cosydy:

- Yy

[VE]

3 3 3
:§7r2/2 cosydy—i/2 y?cosydy =

— s
2

Wl
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integrando per parti il secondo integrale

= g7r2[siny}g7r —g ([yzsiny}g -2 : ysinydy) =
o _

T x
2 2

procedendo ancora con l'integrazione per parti

3 3 z 3 .15
:47r2—47r2+3<[—ycosy}ig+/ cos.yaly)zi%[smy]2 = 6.

_
2

¢) Consideriamo l'insieme
E = {(x,y,z) eR?: 22 +4° <z < 327+ 57, z<8—x2—3y2}.

L’insieme F ¢ la parte dello spazio compresa fra i tre paraboloidi di equazione

z=a22+9% z2=322+5y° e 2 = 8 — 2% — 3y°.

x

Fig. 28: Sezione dellinsieme E con il piano zz (in azzurro).

Osserviamo che E = E; \ Es, dove
Elz{(x,y,z)e]RS: az72—i-y2<z<8—a:2—3yZ}7

By ={(z,9,2) € R?: 324 5y% <2 <8—a? — 3y}

Ne segue che m(E) = m(E1) — m(E>). Calcoliamo separatamente i volumi di E,

ed F5. Consideriamo inizialmente Fj.
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Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

8—x2—3y?
m(Ey) = drdydz = / (/ dz> dx dy =2 (4 —z? - 2y2> dz dy,
Dy Dy \Jz2+y? Dy

dove Dy = {(w, y) eR*: 224+ 22 < 4}. Essedo Dy I'insieme dei punti del piano
xy compresi nell’ellisse di equazione % + % = 1, passiamo in coordinate ellittiche

nel piano zy. Poniamo quindi

x = 2pcosd
D p>0, 0<9<2m, |det Jo(p,9)| = 2v2p.
y = V2psind,
Allora
0<p<1
(x,y) e D1 <=
0<9Y < 27.

Quindi si ha che D; = ®(Dj), dove
Dy ={(p,9) eR*: 0<p<1,0<v<2r).
Ne segue che

m(Ey) = 2/

b (4—x2—2y2) dr dy = 16\@/})/1p(1—p2> dpdy =

essendo D) un rettangolo con lati paralleli agli assi p e ¢ e la funzione integranda

prodotto di una funzione di p e di una di ¥, si ottiene

=16v2 (/027r dﬁ) [/01 (,0 — p3) dp} = 32m/2 sz - ipﬂ; = 871V/2.

Consideriamo ora Fs. Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

8—x2—3y?
m(Ey) = drdydz = / / dz | dedy =4 (2 — 22— 2y2) dz dy,
Do Do 3x245y2 Do

dove Dy = {(z, y) € R?: 224242 < 2}. Essedo D5 'insieme dei punti del piano
xy compresi nell’ellisse di equazione % +y? = 1, passiamo in coordinate ellittiche

nel piano zy. Poniamo quindi

=/2pcost
(p:{x V2p

y = psind,

p>0,0<9<2m, |detJp(p,9)| =2p.

Allora
0<p<l1

x,y) €D =
(@) ? {0§19<27r.
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Quindi si ha che Dy = ®(D5), dove
Déz{(p,ﬁ)GRQ: 0<p<1, 0§19<27T}.
Ne segue che
_ 2 2 _ 2 _
m(Ey) =4 (2—1‘ —2y>dwdy—8\/§/ p(l—p)dpd’l?—
Dy D}
essendo D un rettangolo con lati paralleli agli assi p e ¥ e la funzione integranda
prodotto di una funzione di p e di una di ¥, si ottiene
2 1 1 1 1
=82 (/ d19> [/ (p — p3) dp} = 1672 [pQ — pﬂ = 47V/2.
0 0 2 4" 1o
In conclusione si ha che m(E) = m(E;) — m(FEs) = 47/2.
d) Consideriamo 'insieme

1
E—{(x,y,z)€R3: 0<y<3lz], 22 +22>1, 22—2<x<1+2]z]}.

Osserviamo che l'insieme F & simmetrico rispetto al piano zy. Infatti, se (z,y, z) €

E, allora anche (z,y,—z) € E. Quindi m(F) = 2m(E}), dove
3 2, .2 2 1
Elz{(m,y,z)eR s 0<y<3z, "+ 2>1, 2 —2<x<1+22}.
Integrando per fili paralleli all’asse y si ottiene

3z
m(E) =2m(E) :2/ dxdydz:2/ (/ dy) dmdz:G/ zdxdz,
B p \Jo D

dove D = {(x,z) eR?: 22422 > 1, 22-2<zx<1+ %z, z > 0}. Osserviamo
che D = D{ U Dy U D3, dove

DI:{(x,z)eRQ: —2<m§—1,0<z<\/m+2},
DQ:{(x,z)e]RQ: -l<z <1, \/1—x2<z<\/m+2},

Dzz{(x,z)eR2: 1<z<2, 2x—2<z<\/m}.
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Fig. 29: L’insieme D = Dy U Dy U D3, con Dy in rosso, D in verde e D3 in azzurro.

Quindi

m(E)zﬁ/ zd;z:dz:6</ zdxdz + zdxdz + zdxdz)z
D Dy D,

D3

essendo Dy, Do, D3 z-semplici, si ottiene

ol [ ([ ) [ ([ s ([ )] -
(LB e L S ) -

U (z +2) dx+/ :c +z+1 da:—i—/ 42 +9x—2)d:c]:
1 1 4 2

{ £L‘—|-2 ] [ 3 + -z —1—4 +[—x3—|—9x2—2x] = 16.
2 1 3 2 1

e) Consideriamo 'insieme

E:{(x,y,z)eR3: 2?4yt 2 < 4, x2—|—y2—2a}<0}.

L’insieme E ¢ la parte dello spazio interna al cilindro di equazione (x—1)2+y? =1
e alla sfera di equazione 2 4 y? 4 2% = 4. Osserviamo che I'insieme E & simmetrico
rispetto al piano xy. Infatti, se (x,y,2) € E, allora anche (x,y, —z) € E. Quindi
m(E) =2m(E), dove

E1={(m,y,z)€R3: 0<z<m, x2+y2—2x<0}.
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Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

m(E)ZQm(E1):2/Eldxdydz:2/D (/0de> dr dy =

:2/ \/4—x2 —y2drdy,
D

dove D = {(x,y) eR?: $2+y2—2x<0}.

Fig. 30: L’insieme D (in azzurro).

Passiamo in coordinate polari nel piano xy. Poniamo quindi
x = pcosv
D p>0, —m <9 <m, |detJs(p,I)| = p.
y = psind,
Allora

0<p<2cos?

(r,y) € D <+—
-5 <9< 3.

Quindi si ha che D = ®(D’), dove
D’:{(p,ﬁ)ERQ: —g<19<g, ()<p<2c0519}.
Ne segue che

m(E):Q/Dmdxdy:2/D,p 4—p2dpdd =

essendo D’ p-semplice si ottiene

T 2 cos T 1 392cos?
:2/2 </ P 4—p2dp>d19:2/2 [—(4—;;2)2} i) =
— 0 — 3 0

s s
2 2
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Fig. 31: L’insieme D’ (in verde).

2 (% 5 N2 16 (% o)y B
__§ . [(4—4008 19) —8} dﬁ——g . (‘sm 19‘ —1) dd =
32 (3.3 16 32 (3. : 2 _
=5/ (sm ﬁ—l)dﬁ—gw—? i (s1m9—s,1m9cos 19)d19_
1 2 1 301 4
=§67T—3§|:—C0819+§COS?’19];=§67T—%.

f) Consideriamo l'insieme

E = {(x,y,z) eR?: a2+ 2 <z< /322432, X +yP+22 < 2}.
L’insieme E ¢ la parte dello spazio interna alla sfera di equazione 2% + 2 + 22 = 2
e compresa fra i semiconi di equazione z = /22 + y2 e z = V/3/22 + ¢2.

Osserviamo che F = E; \ Es, dove

b= {(%y,Z) eR’: a2+yi<z< M}
By (o) B VEJET 7 <2< im A}

Ne segue che m(E) = m(E;) — m(E3). Calcoliamo separatamente i volumi di E}

ed F5. Consideriamo inizialmente Fq.

Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

2—z2—y

2
m(Ey) = s drdydz = /L>1 < 0 dz) drdy =
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Fig. 32: Sezione dell’insieme E con il piano xz (in azzurro).

= . (\/2—x2 —y? - \/x2+y2> dx dy,

dove Dy = {(x, y) e R*: 22492 < 1}. Passiamo in coordinate polari nel piano
xy. Poniamo quindi
x = pcost
D p>0,0<9<2r, |detJs(p, V)| =p.
y = psind,

Allora
0<p<l1

r,y) €D <=
(@) {0§19<27r.

Quindi si ha che Dy = ®(D}), dove
D’lz{(p,ﬁ)eR2: 0<p<l, 0§19<27r}.

Ne segue che

m(El):/D1 (\/Q—xQ—gﬁ—\/:C2+y2>dﬂzdy:/D/p<\/n—p>dpd19:

1

essendo D) un rettangolo con lati paralleli agli assi p e ¢ e la funzione integranda

prodotto di una funzione di p e di una di ¥, si ottiene

() [ (- )] o3

zgﬂ(ﬂ—l).



Integrali tripli: esercizi svolti 39

Consideriamo ora Fs. Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

2—x2—y2
m(Ey) = drdydz = / / dz | dxdy =
Do Dy \ JV/34/x24y2

= V2 — 22 —y2 — V3 22 + Q)dxd,
/172( Y Yy Y

dove Dy = {(:c, y) € R?: 22442 < %} Passiamo in coordinate polari nel piano

xy. Poniamo quindi

x = pcosv
D p>0,0<9<2m, |detJgp(p,I)| =p.

y = psin,
Allora v
< V2
(z,y) € Dy <+ {O_p< 2
0<9Y < 27.
Quindi si ha che Dy = ®(D5), dove
2
D’l—{(p,ﬂ)eRQ: 0§p<\2f,0§19<27r}.

Ne segue che

m(E,) =/D2 <m—\/§\/m> d dy =
:/D/zp<m—\/§p)dpdq9:

essendo D un rettangolo con lati paralleli agli assi p e 9 e la funzione integranda

prodotto di una funzione di p e di una di ¥, si ottiene

_ (/Oz”cm) {/0” (p\/ﬁ_@ﬁ) dp] _ or H (2- ) —\gp

= Srva(2-V3).

In conclusione si ha che m(E) = m(Ey) — m(E») = 3n (x/é - 2).

Nlw
w
w
1
o
I

Consideriamo 'insieme
E:{(:U,y,z)eR3: 0<Z<1—$2—y2},

L’insieme E & la parte dello spazio compresa fra il piano z = 0 e il paraboloide di

equazione z = 1 — 2% — y2.
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x

Fig. 33: Sezione dell’insieme F con il piano xz (in azzurro).

Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

m(E) = [ drdydz = 1_x2_y2dz dx dy = (1— 2_ 2)d d
= 5 Yy = b 0 Yy = b T Yy x dy,

dove D = {(:c, y) € R?: 22442 < 1}. Passiamo in coordinate polari nel piano

xy. Poniamo quindi

x = pcost
D p>0,0<9<2mr, |detJs(p, V)| =p.
y = psind,

Allora
0<p<l1

r,y) €D <=
(@y) {O§ﬁ<27r.

Quindi si ha che D = ®(D’), dove
D’:{(p,ﬁ)ERQ: 0<p<l, 0§19<27r}.
Ne segue che
m(E):/D<1—a:2—y2) dwdy:/D/p<1—p2> dpdd =

essendo D’ un rettangolo con lati paralleli agli assi p e 9 e la funzione integranda

prodotto di una funzione di p e di una di ¥, si ottiene

()l -] -5
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h) Consideriamo l'insieme

7 8
E= {(m,y,z) eR: 22+ << 1+4y2—|—922}.
L’insieme E e la parte dello spazio compresa fra i paraboloidi di equazione x =

2y2+zzex:1+£y2+%z2.

Fig. 34: Sezione dell’insieme E con il piano yz (in azzurro).

Integrando per fili paralleli all’asse x si ottiene

14+1y2 4822 1 1
m(E) = /Edmdydz = /D (/2 2: , ’ da:) dydz = /D (1 — ZyZ — 922) dydz,
y2+z

dove D = {(x,y) eR?: ny + % < 1}. Essendo D linsieme dei punti interni

all’ellisse di equazione y; + % = 1, passiamo in coordinate ellittiche nel piano yz.

Poniamo quindi
y = 2pcosv
P : {

p>0,0<9<2m, |detJs(p,I) =6p.
z = 3psind,

Allora
0<p<1

y,2) €D <
®:2) {0§19<27r.

Quindi si ha che D = ®(D’), dove
D’:{(p,ﬁ)eRZ: 0<p<l, 0§19<27r}.

Ne segue che

1 1
m(E):/D<1—4y2—9z2) dydz:G/D/p(l—pQ) dpdd =
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essendo D' un rettangolo con lati paralleli agli assi p e ¥ e la funzione integranda

prodotto di una funzione di p e di una di ¥, si ottiene

:6(/02qu9> [/01 (p—pS) dp} — 127 BpQ— jlp4]: = 3.



