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2 Forme differenziali e campi vettoriali: esercizi svolti

1 Esercizi sul Teorema di Green

Gli esercizi contrassegnati con il simbolo * presentano un grado di difficoltd maggiore.

Esercizio. Calcolare i seguenti integrali utilizzando il Teorema di Green:

a) /y2 dx + x dy, dove 7 parametrizza C' = {(x, y) € R?: 22 442 = 1} inducendo
2l

su di esso un verso di percorrenza antiorario. [7]

b) /F -dP, dove F(z,y) = (2%y3,y), e v & una parametrizzazione del bordo di
¥

A= {(az, y) € R?: 1<a2?2+4+42< 4} orientato positivamente. [—%7‘(}

Svolgimento

a) La forma differenziale w = y?dx + xdy & di classe C™ su R? ma non & esatta,

perche se lo fosse sarebbe anche chiusa. Infatti, posto w = fi dx + fo dy con

fl(mvy):y27 f2($7y):x7

si ha che

0 0
éfyl(x,y) =y #1l= %(m,y)-

Ne segue che w non ¢ esatta.
Calcoliamo 'integrale / w. Osserviamo che C ¢ la circonferenza di centro I'origine
v

O e raggio 1. Quindi C' = 0A, dove A = {(x,y) eR?: 22+4%< 1}. Per il

Teorema di Green si ha che

[yw:A(%f(m,y)—(ZJ;(x7y)> dwdy:/A(l—2y)dwdy=

e passando in coordinate polari nel piano

2w 1 2w 1 2 1
:/ {/ (1—2psin19)pdp} dﬁ:/ {pQ—pgsinﬁ} dy =
0 0 o L2 3 0

2m 1 2 )
_/0 (2—351n19>d19—7r.

b) Tl campo vettoriale F(z,y) = (22y?,y) & di classe C* su R* ma non & conservativo.

Infatti, posto F' = (f1, f2) con

fl('xay) :‘T2y37 fQ(xay) =Y,
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si ha che

0
(z,y) = 3a”y* #0 = T‘S(m,y)-

of
dy

Ne segue che F' non & conservativo.

Calcoliamo l'integrale / F - dP. Per il Teorema di Green si ha che
¥

dfo df1 2.2
A d /A<8:p (z,9) oy (;U,y)) dx dy /A3x Yy~ dx dy

passando in coordinate polari nel piano

2 2 3 2m 1 2
=-3 (/ cos? 1) sin? 19d29> {/ o° d,o] =—— (/ sin? 29 dﬁ) [,06} =
0 1 4 \Jo 6 1

1 2m
_ % {(219 — sin 249 cos 219)} = —@ﬂ'.
8 4 0 8
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2 Esercizi sul Teorema di Stokes

Gli esercizi contrassegnati con il simbolo * presentano un grado di difficoltd maggiore.

Esercizio. Calcolare i seguenti integrali utilizzando il Teorema di Stokes (detto anche

del rotore):

a) / (22 +y) dx + zdy +ydz, dove
ox
Y= {(az,y,z) eR?: z=1-22—42 22 +42< 1} con 0Y. orientato positiva-
mente. [—]
b) / (y—x)dr+ 2y + z)dy — zdz, dove
)
Y= {(m,y, z) € R3: z=22+ Y2, 2?4y < 1} con 0X orientato positivamen-
te. [7]
c) /F~dP, dove F(z,y,z) = (y + z,& + z,2 + y) e 7 & una parametrizzazione
¥

del bordo di ¥ = {(x,y,z) eER3: 22442 +22<1, y= z} orientato in senso

antiorario rispetto ad un osservatore posto lungo ’asse z. 0]

Svolgimento

a) La forma differenziale w = (22 +y) dx + zdy + y dz & di classe C* su R® ma non

¢ esatta, perche se lo fosse sarebbe anche chiusa. Infatti, posto w = fidx+ fody+

fzdz e F'=(f1, f2, f3) con

fl(xyyaz):ZQ"i_y? fz(x,y,z):z, f3($7yvz):y7

si ha che
i j k i j k
0 0 0
rotF(x,y,z) = é% 8% % =| = 5 | =
fl(x7y7 Z) f2($7yvz) f3(33,y,2’) 2'2 +vy z Y
=2zj—k=1(0,22,—-1).

Ne segue che F' non é conservativo e w non ¢ esatta.

Calcoliamo l'integrale / w. Per il Teorema di Stokes si ha che
ox

/ w:/ F-dP:/rotF-n,
ox (o)) %
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dove n ¢ il versore normale uscente da Y. La superficie X ¢ il grafico della funzione

g: K —R, g(z,y) =1—2%—y>? dove
K:{(m,y)eR2: x2+y2§1}.

E quindi parte del paraboloide di equazione z = 1 — 22 — 32 al di sopra del piano

z=0. Siha che ¥ = ¢(K), dove ¢ : K — R? ¢ definita da

o(x,y) = (v,y,9(x,y)) = (x,y, 1—a?— y2) .

Per definizione di integrale di flusso si ha che

/ rotF -n = / rotF(o(x,y)) - N(z,y)dx dy,
) K

dove N(z,y) ¢ il vettore normale esterno a ¥ nel punto o(z,y) uscente da 3. Si
ha che il vettore Ni(z,y) = 83: IS (a: y) ¢ normale alla superficie ¥ = o(K).
Si ha che

0 0 0 0
Nile.y) = () A o) = (= Ga(e ) 5 e 1) = (20221

Questo vettore normale ¢ uscente da 3. Quindi un vettore uscente ¢ N(z,y) =

Ni(z,y) = (2z,2y,1). Ne segue che

10tF (0(2,9))-N(w,y) = (0,2 (12 = %), ~1)-(22,29,1) = dy (1 - 2% — y?) -1
e

/ErotF-n = /KrotF(U($,y)) “N(z,y)dzdy = /K [4y (1 — 2 - y2) - 1} dr dy =

passando in coordinate polari nel piano

_/2”(/ [4p(1-p )smﬁ—qup)dﬂ -

La forma differenziale w = (y — ) dz + (2y + 2),dy — zdz & di classe C*° su

R? ma non & esatta, perche se lo fosse sarebbe anche chiusa. Infatti, posto w =

fide + fady + fzdz e F = (f1, fo, f3) con

fl(xay7z):y_$7 fQ(x,y,Z):Qy“‘z, f3($7yvz):_za

si ha che
i j k i Jj k
o) el o] _ o) o) 9 | _
I'OtF(l’,y,Z) o dy 92 = 9z y 9 | =
filz,y,2)  falz,y,2)  f3(z,y,2) y—x 2y+z —z
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=-i—k=(-1,0,-1).
Ne segue che F non ¢ conservativo e w non ¢ esatta.

Calcoliamo l'integrale / w. Per il Teorema di Stokes si ha che
ox

/ w:/ F-dP:/rotF-n,
) ) b

dove n ¢ il versore normale uscente da Y. La superficie X ¢ il grafico della funzione

g: K — R, g(x,y) =+x?+y?, dove
K:{(a:,y)e]Rzz x2+y2§1}.

E quindi parte del semicono di equazione z = /22 + 3?2 al di sotto del piano z = 1.
Si ha che © = o(K), dove 0 : K — R? & definita da

o(e.y) = @y 9(e,) = (2,022 +42).

Per definizione di integrale di flusso si ha che

/ rotF - n = / rotF(o(z,y)) - N(z,y) dz dy,
b K

dove N(z,y) ¢ il vettore normale esterno a ¥ nel punto o(z,y) uscente da . Si
ha che il vettore Ni(z,y) = g—‘;(az, Y) A g—‘;(a:, y) & normale alla superficie ¥ = o(K).
Si ha che

do do dg dg

Nale.y) = 5 ) A o) = (= 52(e) 5 @) 1) =

€z Y
=\ y ) 1].
( /.%'2 + yQ /xQ + y2 )
Questo vettore normale ¢ entrante in ¥. Quindi un vettore uscente ¢ N(z,y) =

—Ni(z,y) = (\/x2m+y2, \/xiry?,—l). Ne segue che

T Yy T
rOtF(U(CIJ,y))'N(%y):(—170,—1)'<\/$2+y27\/x2+y27_1> ZI_W

e

/ErotF-n:/KrotF(U(x,y))-N(x,y)da:dy:/K(1m) dx dy =

passando in coordinate polari nel piano

= /027T [/01(1 —cosﬁ)pdp} dd = .
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¢) 11 campo vettoriale F(z,y,2) = (y + z,2 + z,2 + y) ¢ di classe C® su R? ed &

conservativo. Infatti, posto F' = (f1, fa, f3) con

fl(x,y,z):y—i—z, fQ(Z',y,Z):.T—FZ, f3($7yvz>:x+y7

si ha che
i f K i i K
_ o) o) Jo] _ o] 0 o) _
I'OtF(l‘,y, Z) - Oz 8731 2 oz aiy 9z =0.
fl(xvyaz) fQ(J},y,Z) fg(ﬂf,y,Z) y+z z+z2 x4y

.1 T3 - . . . ..
Poiche R” ¢ semplicemente connesso, ne segue che F' & conservativo. Quindi essendo

la curva v chiusa, si ha che / F.-dP =0.
v
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3 Esercizi sul Teorema di Gauss

Gli esercizi contrassegnati con il simbolo * presentano un grado di difficoltd maggiore.

Esercizio. Calcolare i seguenti integrali di flusso utilizzando il Teorema di Gauss (detto
anche della divergenza):

a) F- n, dove F(x,y,z) = (x7y722)7 D = {(iU,y,Z) € RS P-l<e< _‘732 _y2}
oD
3]

b) F -n, dove F(z,y,z) = (x,y, 2),
oD

D:{(m,y,z)eRS: x+y+z<1,x>0,y>0,z>0} B}

c) F - n, dove F(z,y,2) = (2%,y2,2), D = {(az,y,z) eR: 22+y2<z< 1}
oD

d) F -n, dove F(z,y,2) = (23,13, 23),
oD

Dz{(m,y,z)GR?’: x2+y2+z2<1,z>0} [gw}

Svolgimento

a) Per il Teorema di Gauss si ha che

F.-n= / divF(z,y, z)dx dydz,
oD D

dove, posto F' = (fi1, fa, f3), si ha che

0 0 0
AvF(o,,9) = S (0002) + G20 2) + 52w 2),

Quindi divF(z,y,2z) =2(1+2) e
F.-n= / divF(z,y,z)dxdydz = 2/ (1+z2)dzdydz =
oD D D

integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

2

22y 1 q-at—y?
:2/ [/ (1+z)dz] d:z:dy:2/ {24—22} dx dy =
Q|/-1 ) 2 14

1 2
_ 2 2, 1 (2, 2 _
—2/9[ x y+2(a: +y)}d:cdy—
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dove Q) = {(x, y) € R?: 2244 < 1} e passando in coordinate polari nel piano si

ottiene

2 1 1 1 1 1 '
=2 dv ——p? 4) d}:zl [2—4 —p ==
(/0 )[/0 (2 p+2p pdp TI4P 4p+12p0 3

b) Per il Teorema di Gauss si ha che

F‘n:/ divF(z,y, z)dxdydz,
D

oD
dove, posto F' = (fi1, f2, f3), si ha che
- _0h Ofs 0fs
leF(l',y,Z) - 83? (:c,y,z) + 8:1/ (l’,y,Z) + 82 (I’,y,Z).

Quindi divF(z,y,z) =3 e
F-n= / divF(z,y,z)drdydz = 3/ drdydz =
oD D D

integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

l—xz—y
:3/ [/ dz}dmdy:3/(l—x—y)dazdy:
Q LJO Q

dove ) = {(:c,y) eR?: 0<z<1, 0<y<1-— x} ¢ y-semplice e si ottiene

:3/01 [/Ol_x(l—x—y)dy} dac:3/01 [(l—x)y—;yﬂ;_xdx:
:;/01(1—;5)2@:;

¢) Per il Teorema di Gauss si ha che

F-n:/ divF(z,y, z)dx dydz,
D

oD
dove, posto F' = (fi1, f2, f3), si ha che
- _9h 0fs 9fs
leF(x,y,z) - 8.73 (x,y,z) + (9y (:U?y:z) -+ 6z (iL’,y,Z).

Quindi divF(z,y,2) =2z +2y+1e

F.-n= / divF(z,y,z)dxdydz = / 2z +2y+1)dxdydz =
oD D D
integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene
1
:/ {/ (2x—|—2y+1)dz} d:vdy:/ (1—:62 —y2) (2x 42y +1)dedy =
Q LJz24y2 Q
dove () = {(:v, y) € R?: 22+ Y2 < 1} e passando in coordinate polari nel piano si

ottiene

2 1 T
:/ {/ (1—p2) (2pcosﬁ+2psin19+1)pdp} dz9:§.
0 0
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d) Per il Teorema di Gauss si ha che

F-n:/ divF(z,y, z)dx dydz,
D

oD
dove, posto F' = (fi1, f2, f3), si ha che
- _0h 0fs 0fs
leF(.l',y,Z) - 635 (m,y,z) + ay (l’,y,Z) + 82’ (l’,y,Z)-

Quindi divF(z,y,2) = 3 (22 + 32 + 2%) e

Fon:/ divF(x,y,z)d:vdydz:?)/ (:c2+y2+z2) dr dy dz =
oD D D

passando in coordinate polari nello spazio si ottiene

:3</02ﬂd¢) (/fmww) (/Olp4dp> :gm
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4 Esercizi su campi conservativi e potenziali

Gli esercizi contrassegnati con il simbolo * presentano un grado di difficoltd maggiore.

Esercizio 1. Sia F : R? — R? il campo vettoriale

2xy 1
Flz,y) = ((1+x2)2’_1+x2>'

Dire se F' ammette potenziale e in caso affermativo determinare un potenziale f di F'.

[f(:v,y) = -2 +o CER}

Svolgimento

Poniamo F' = (f1, f2) con

2xy 1

f1(907@/):m, f2(1‘>y):—1+7x2-

Essendo f1 e fo di classe C*° su RQ, si ha che anche F & di classe C® su R? che ¢

semplicemente connesso. Inoltre si osserva che

8fl . 8f2 B 2x
Ty(x’y) = %(x,y) = m

Ne segue che F' e conservativo.

Determiniamo ora un potenziale f di F'. Si ha che

af B 2wy
(4.1) 8?(377y)—f1(377y)—m7
of B B 1
(4.2) @(%?J) = fa(z,y) = 1422
Integrando (4.2) rispetto a y si ottiene
(143) f) == [ dy =~ o)
. »Y = 1+22 Y7 12 T

dove ¢ & una funzione della sola variabile z. Sostituendo in (4.1) si ottiene

of 2xy 2zy

8x(x,y):m+c'(x):m dz)=0 = c(@)=celR

Sostituendo in (4.3) si ottiene che un potenziale f di F' &

flz,y) = +¢, ceR

1422
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Esercizio 2. Sia F : R® — R3 il campo vettoriale
F(x,y,z) = (2y+ 1,2z — 1,22).

Dire se I’ & conservativo e in caso affermativo determinare un potenziale f di F.

[f(z,y,2) = y+ 1Dz —y+22+¢ ceR]

Svolgimento

Poniamo F = (f1, f2, f3) con

Ny, 2)=2y+1,  folz,y,2) =22 -1, fi(z,y,2) =2z

Essendo fi, f2, f3 di classe C* su R, si ha che anche F & di classe C* su R® che &

semplicemente connesso. Inoltre si osserva che F' & irrotazionale, cioe rotF' = 0. Infatti,

i ; K i ik
— 0 0 0 _ o) 0 0 | _
rOtF(fL’, Yy, Z) = oz By a2 = s By 92 | — 0.
fl(xvyaz) fQ(SU,y,Z) f3($ayvz) 2y+1 2v—1 2z

Ne segue che F' e conservativo.

Determiniamo ora un potenziale f di F'. Si ha che

(44) gi(x7y72):f1<x,y,z):2y+1,
(45) g{/.($7yaz) :fQ(wvyvz) :2$—1,
(1.6) O (w0.2) = Io(a.2) = 2=

Integrando (4.4) rispetto a z si ottiene

(4.7) flz,y,2) = /(2y +1)dx = 2y + 1)z + c(y, 2),

dove ¢ ¢ una funzione delle sole variabili y e z. Sostituendo in (4.5) si ottiene

of e
ay(ﬂs,y,Z) $+8y(y,2) T

da cui segue che

(4.8) a—y(y,z) =-1
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Integrando (4.8) rispetto a y si ottiene

cly,2) = = [ dy =~y +k(2)

dove k ¢ una funzione della sola variabile z. Sostituendo in (4.7) si ottiene

(4.9) flzyy,2) = 2y + Dz —y+ k(2).

Sostituendo in (4.6) si ottiene

gf(q:,y,z):k’(z):% =  k(z)=2"+¢, ccR
z

Quindi sostituendo in (4.9) si ottiene che un potenziale f di F ¢

f(w,y,z):(2y+1):v—y+z2+c, ceR.

Esercizio 3. Siano F : R?> — R? il campo vettoriale
F(z,y) = (ez [sin (z + y) + cos (z + y)], €” cos (z + y))

e vn : [0, 7] — R? la curva parametrica v, (t) = (cosnt,sinnt), n € N, n > 1.
Dire se F' ¢ conservativo e in caso affermativo determinare un potenziale f di F e

calcolare l'integrale di F' lungo ~s,.

0 se m & pari
flz,y) =€"sin(z+y)+c ceR,; / F-dP:{ ]

—(e+e1)sinl sen & dispari.

Svolgimento

Poniamo F' = (f1, f2) con

fi(z,y) = e“[sin(x +y) +cos(xz+y)],  falz,y) =e"cos(z+y).

Essendo f; e f2 di classe C*° su ]RQ, si ha che anche F & di classe C*® su R? che ¢

semplicemente connesso. Inoltre si osserva che

0 0
afyl(x,y) = 87{;(% y) = e”[cos (z + y) — sin (z + y)].
Ne segue che F' ¢ conservativo.

Determiniamo ora un potenziale f di F. Si ha che

(4.10) 9 () = hiay) = i (@ +9) + cos 2 ),
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of
Ay
Integrando (4.11) rispetto a y si ottiene

(4.11) (z,y) = fa(z,y) = €” cos (x + y).

(4.12) flz,y) = /em cos (x +y)dy = €*sin (x + y) + c(x),

dove ¢ ¢ una funzione della sola variabile z. Sostituendo in (4.10) si ottiene

%(fv, y) = €”[sin (z + y) + cos (v + y)] + ¢(2) = e"[sin (x + y) + cos (x +y)] =

dx)=0 = c(x)=ceR.

Sostituendo in (4.12) si ottiene che un potenziale f di F e
flz,y) =€sin(z+y)+¢c, celR

Calcoliamo infine l'integrale curvilineo di F' lungo ~,, dove 7, : [0,7] — R? ¢ la curva
parametrica v, (t) = (cosnt,sinnt), n € N, n > 1. Osserviamo che per n pari la curva
Yn € chiusa. Quindi, essendo F' consevativo, si ha che per n pari
F.-dP =0.
Yn
Essendo inoltre f un potenziale di F' si ha che per n dispari

F-dP = f(y(r)) = F(3(0)) = F(~=1,0) = f(1,0) = = (e + ") sin1.

Tn

Esercizio 4. Siano F : R® — R? il campo vettoriale
F(z,y,2) =(y+z,2+z,x+y)
e v una curva parametrica che parametrizza il bordo di
D= {(x,y,z) eR?: 22442 +22<1, x—l—y—i—z:()},

inducendo su di esso un verso di percorrenza orario rispetto ad un osservatore posto sul
piano x + y + z = 0 nel verso dell’asse z.

Dire se F' & conservativo e in caso affermativo determinare un potenziale f di F e
calcolare l'integrale di F' lungo 7.

fz,y,2) =2zy+2z4+yz+c ceR, /F.dP:()]
v
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Svolgimento

Poniamo F' = (fi1, f2, f3) con

f1($>yaz):y+za f2($7yaz):x+za f3($7yvz):x+y'

Essendo f1, fo, f3 di classe C'° su R3, si ha che anche F ¢ di classe C*° su R?® che &

semplicemente connesso. Inoltre si osserva che F' & irrotazionale, cioe rotF' = 0. Infatti,

i j k i j k
rotF(x,y, z) = 2 a% 2 = £ 8% 2 |=o.
fl(%,y,Z) fQ(J?,y,Z) fg(l',y,Z) y+z xz+z x+y
Ne segue che F' ¢ conservativo.
Determiniamo ora un potenziale f di F'. Si ha che

0

(413) ?f(xﬁywz) :fl(xvyvz) =y +2z,
z

0
(4.14) 8‘;(x,y, z) = fa(z,y,2) = x + 2,

of
(415) &(Qfayaz):f?;(%y,z) =r+y.
Integrando (4.13) rispetto a x si ottiene
(116 fay2) = [+ 2)de = (y+ 2o+ ey, 2).

dove ¢ ¢ una funzione delle sole variabili y e z. Sostituendo in (4.14) si ottiene

af B
Fy(iﬁayaz) =+

e

ay(y,Z) =z+2

da cui segue che

(4.17) g;(y, z) = z.

Integrando (4.17) rispetto a y si ottiene

cly ) = [ 2dy =y + k(2)

dove k € una funzione della sola variabile z. Sostituendo in (4.16) si ottiene

(4.18) flx,y,2) = (y+ 2)z + yz + k(2).
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Sostituendo in (4.15) si ottiene

%(a},y,z):x—i—y%—k;’(z):x—l—y = K(z)=0 = k(z)=c, ceR.

Quindi sostituendo in (4.18) si ottiene che un potenziale f di F &
flz,y,2) =zy+zz+yz+ec, ceR.

Essendo F conservativo su R® e ~ una curva chiusa si ha che / F-dP=0.
¥

Esercizio 5. Sia F : R? — R? il campo vettoriale
F(z,y) = (32% +y, 2+ 2y) .

Dire se F' & conservativo e in caso affermativo determinare un potenziale f di F.

(f(z,y) =2 +ay+y*+cceR]

Svolgimento

Poniamo F' = (f1, f2) con

filz,y) =322 +y,  falz,y) =z + 2y.

Essendo fi; e fo di classe C*° su RQ, si ha che anche F & di classe C® su R? che ¢

semplicemente connesso. Inoltre si osserva che

0 0
af;@,w ==,

Ne segue che F' ¢ conservativo.

Determiniamo ora un potenziale f di F'. Si ha che

(1.19) L =ney =34y,
(4.20) o) = fale) =+ 2

Integrando (4.19) rispetto a x si ottiene

(4.21) flz,y) = / (3:52 + y) de =23 + zy + c(y),

dove ¢ ¢ una funzione della sola variabile y. Sostituendo in (4.20) si ottiene

g‘;(x,y):x—l—c/(y):x—i—Qy = dJd@)=2y = c(x):y2—|—c, c e R.
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Sostituendo in (4.21) si ottiene che un potenziale f di F' &

f(a:,y):;v3+xy—|—y2+c, ceR.
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5 Esercizi su forme esatte e primitive

Gli esercizi contrassegnati con il simbolo * presentano un grado di difficoltd maggiore.

Esercizio 1. Si consideri la forma differenziale
21> 222y

=———dor+———dy.
1+ x2y? 1 w2z Y
Dire se w € esatta e in caso affermativo determinare una primitiva f di w.

[f(z,y) =log (1 +2%y?) + ¢, c€R]

Svolgimento
Poniamo w = f1 dx + fo dy con
2 2$2y
1+ x2y?

2zy

fl(x7y) = T{L_nga

fa(z,y) =

Essendo fi e fo di classe C™ su R?, si ha che anche w ¢ di classe C™ su R? che &

semplicemente connesso. Inoltre si osserva che

%(:v y):%(:c y):i
oy or (1+ 22y2)?

Ne segue che w & esatta.

Determiniamo ora una primitiva f di w. Si ha che

of 21y
5.1 -
6.1) ) = fi) = o

of 222y

2 el = =_=7
(5 ) ay(xay) f2(1',y) 1+x2y2
Integrando (5.1) rispetto a x si ottiene
2z

(5.3) f(z,y) /1+ 5 de—log (1+x y2)+c(y),

dove ¢ € una funzione della sola variabile y. Sostituendo in (5.2) si ottiene

of
dy

22%y
1+ 22y?

222y

/
1+ 2242 dlyy=0 = cly)=ce

== (z,y) +d(y) =

Sostituendo in (5.3) si ottiene che una primitiva f di w e

f(z,y) =log (1 + :L’2y2) +¢, ceR.




Esercizi su forme esatte e primitive 19

Esercizio 2. Determinare le regioni massimali del piano su cui & esatta la forma dif-

ferenziale
1
w= (Qxy ) de + 22 dy
T

e determinare una primitiva f di w su tali regioni.

regioni massimali: 1 = {(:c,y) eR?: 2 < 0}, Qo = {(a?,y) eR?: 2> 0} :

2
o z*y —log (—x) + ¢ se (z,y) € U
primitive: f(z,y) = {x2 O ceR.
y—logx +c se (z,y) € Qa,

Svolgimento
Si ha che dom (w) = {(aj,y) eR?: z# 0}. Osseviamo che dom (w) non & connesso e
che dom (w) = Q; U Qq, dove

U ={@yeR: v<0}, ®={@yeR: a>0}.
Poniamo w = f1 dx + fo dy con
1 2
filwy) =22y — -, falz,y) =2

Essendo f1 e fo di classe C° sia su €21 che su {29, si ha che anche w ¢ di classe C* sia

su €21 che su 9y che sono entrambi semplicemente connessi. Inoltre si osserva che

‘Zj(m,y) ==

Ne segue che w € esatta sia su {21 che su (.

Determiniamo ora una primitiva f di w su €2y e su Q5. Si ha che

(5.4 O )= Rl =2my - 1,
of B B
(5.5) gy @) = fal@y) =2

Integrando (5.5) rispetto a y si ottiene

(56) fay) = [a?dy =Py +cla).

dove ¢ ¢ una funzione della sola variabile z. Sostituendo in (5.4) si ottiene

gi(%y) = 2zy+d(z) = Qxy—% = d(x)= —% = c¢(z) = —log|z|+¢, ce R.
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Sostituendo in (5.6) si ottiene che una primitiva f di w

22y —log (—z) + ¢ se (z,y) € N
fl@y) =9
zéy —logxw + ¢ se (z,y) € Qa,

Esercizio 3. Si consideri la forma differenziale

w= {log(x+y)+m dzr +

dy.
r+y r+y 4

Dire se w € esatta e in caso affermativo determinare una primitiva f di w.

[f(z,y) =zlog(x+y)+c ceR]

Svolgimento
Poniamo w = f1 dz + fo dy con

X

fi(z,y) =log (x +y) + fa(z,y) =

x4y’ x4y
Essendo f; e fa di classe C* su {(:c, y) € R?: 2+ y > O}, si ha che anche w e di classe

C° su {(:U, y) € R?: z+ Yy > O} che & semplicemente connesso. Inoltre si osserva che

D)=L= Ly
gy Y T e Y T g

Ne segue che w & esatta.

Determiniamo ora una primitiva f di w. Si ha che

5.7 o o) = i) =log o +) +
55) D) = o) =

Integrando (5.8) rispetto a y si ottiene

x
5.9 x, :/7(1 =zlog(z +vy) + c(x),
(5.9) Hey) = | W g(z +y) +c(z)
dove ¢ ¢ una funzione della sola variabile z. Sostituendo in (5.7) si ottiene

of
ox

Sostituendo in (5.9) si ottiene che una primitiva f di w ¢

(z,y) :log(ar—&-y)—i-xi_i_y—i-c’(:c) :log(a:—ky)—i-xl‘Ty = d(z) =0 = c(x) =c.

x
z,y) =zlog(z+y)+ ——+¢, celR
f(z,y) g(z+y) pyy




