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Capitolo 3

Serie Numeriche

3.1 Concetti generali

Definizione 87 Considerata la successione di numeri reali aq,as,...an-.., n
breve (an),en . si definisce serie numerica o, semplicemente serie, la som-
matoria degli infintti termini a1 + agy... +an + ..., che puo essere scritta nella

forma compatta:
o0
> an. (3.1)
n=l1

Poiché la somma & definita solo per un numero finito di termini, vediamo
cosa s'intende per somma di infiniti termini. A tale scopo, consideriamo la
successione:

S1=uay;

Sy = a1 +ag;
S3 = a1 + a2 + ag;

Sp=a1+ay+..+an.

Abbiamo cosi costruito una nuova successione (Sp), ¢y il cui termine generale
Sn, prende il nome di somma parziale n — esima. Detto questo, siamo in grado
di studiare il comportamento, per n — +oc0, della successione delle somme
parziali cosi costruita. Studiando il limite n—l-lér-}:loo Sn , possono presentarsi tre

casi:

71
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1. lirf Sp = S, con S finito. Allora si dice che (la successione delle somme
n—1To0

parziali e, dunque,) la serie (3.1) converge ed ha come somma S;

2. lirf Sy = +o00. Allora si dice che (la successione delle somme parziali
—+00

e, dunque,) la serie (3.1) diverge (positivamente o negativamente).

3. liril Sy, non esiste. In tal caso la serie si dice indeterminata o oscillante.
N>+

Riportiamo, di seguito, alcuni esercizi svolti per chiarire tali concetti.

3.1.1 Esercizi svolti

Esercizio 88 Stabilire il carattere della sequente serie:

o]
E ap, COTV Qp,
n=1

ovvero:
14243444+ .. n.

Per determinare il carattere della serie a partire dalla definizione (pid in lg,
poi, vedremo altri critert), bisogna individuare un’espressione per il termine
generale della successione delle somme parziali:

Sp =14+243+....+n,

e, infine, determinarne il limite. Ricordiamo che la successione di numeri
naturali puo essere considerata come una progressione aritmetical di ragione
1, per cui la somma dei primi n termini di tale progressione é data da P—%iﬁ
Allora, si ha:

lim S, = lim Ml—)

= 400,
n—+00 n--»+co 2

quindi, la serie in esame é divergente (positivamente).

'Una progressione aritmetica & una successione di numeri tali che la differenza tra cia-
scun termine e il suo precedente sia una costante. Tale costante viene detta ragione della
progressione. La somma S dei primi n valori di una progressione aritmetica ¢ uguale a:

n(a1 + an)

S = 3

dove a1 e an sono, rispettivamente, il primo termine e I'n—esimo.
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Esercizio 89 Stabilire il carattere della sequente serie:
(o9}
S (-1t =1-141-1+1-1+1-14..
n=0

A tale scopo, consideriamo la successione delle somme parziali:

S1=1

Sy =1-1=0;
Ss=1-1+1=1;
Si=1-1+1-1=0;
S5 = ...

Osserviamo che le somme parziali sono nulle se l’indice € pari, mentre sono
pari ad uno se lindice € dispar. Si pud, dungue, concludere che la serie €
) ] 3 il limite lim Shp.
indeterminata, T quanto non esiste il lim Jm  On

Esercizio 90 Stabilire il carattere della seguente serie:
>
—n (n+1)
Per determinarne il carattere, bisogna individuare un’espressione per 1l termi-

ne generale della successione delle somme parziali. Dungue, essendo:

1 1 1

nin+1l) n n+l

st ha:

Passando al limite, si ottiene:

. 1 —
nll»r-{r-loo (1_n+1> -

Possiamo, quindi, affermare che la serie in esame converge ed ha come somma
1.
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Esercizio 91 Stabilire il carattere della sequente serie:

i(2n—l).

n=1

Per determinarne il carattere, bisogna individuare un’espressione per il termi-
ne generale della successione delle somme parziali. Dunque, essendo S, una
progressione aritmetica di ragione 2 e primo termine 1, si ha:

1+2n-1)2
s, = n(l+4+2n—1) '
2
Passando al limite, si ottiene:
lim n? = o0,
n—+co

e possiamo affermare che la serie in esame diverge (positivamente).

Esercizio 92 Stabilire il carattere della sequente serie:
> ( : >

E |-

= 4n< —1

Ricaviamo un’espressione per il termine generale della successione delle somme
parziali. Dunque, essendo:

S S 1 1
"T4n? -1 2(2n-1) 2(2n+1)’
st ha:

1 11 1. 1 1 1 1 1 1
S:____+——‘_+_—'—+‘_—— e -— =
"nTT3T2Y3 7676 010 14T T a@es) 2@+l

__1 1
2 2(2n+1)

Passando al limite, st ottiene:

. 1 1 1
lim |- - —— | = -2
n—+o0 2 2(2n+ 1) 2’

da cui seque che la serie in esame converge ed ha come somma S = —%.
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3.1.2 Criteri di convergenza

Introducendo le serie ci siamo resi conto dell’importanza di conoscere il carat-
tere di una serie, ossia capire se essa converge, diverge o & indeterminata. A
tal proposito enunciamo i seguenti risultati fondamentali.

oQ
Teorema 93 Condizione necessaria affinché la serie ) an converga € che
n=1

lim a, =0.
n—+00
Osservazione 94 Si osservi che tale condizione risulta solo necessaria ma
non sufficiente. Cio vuol dire che ci permette di stabilire se una serie diverge,
ma Non Se essa CONnverge.

Criterio 95 (di convergenza di Cauchy). Condizione necessaria e sufficiente

o0
affnché la serie Y an sia convergente € che

n=1
-

Ve>0,3ne:Vn>ne Vp21, |Gntr +Gng2+ -+ anipl <€

Esempio 96 Determinare il carattere della serie di Mengoli:

e .
;n(n+1)'

Essa converge per quanto visto nell’esempio 90. Inoltre, é verificata, banal-
mente, la condizione necessaria di convergenza:

0.

e = e )

Esempio 97 Determinare il carattere della serie:
o
>t

n+3
n=1

Non essendo verificata la condizione necessaria di convergenza, in quanto

lim 2 =2,
n—+oo n + 3

essa mon converge. Vedremo pit avanti che le serie a termini positivi, come
questa, non sono mai indeterminate, sicché essa diverge (di fatto positivamen-

te).
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Esempio 98 Determinare il carattere della serie armonica:

=1
>

n=1

E possibile verificare che essa diverge, pur verificando la condizione necessaria:

lim a,= lim — =0.
n—+oc0 n—+oo N

Applicando, infatti, il criterio di convergenza di Cauchy si ha, per esempio per

1 1 1
4

—t — >
n+1+n+2 2n

LR
n  2n T2

La disuguaglianza del criterio di Cauchy non risulta verificata per alcun 0 <
€< % Non essendo vertficata la condizione necessaria e sufficiente del cri-
terio di convergenza di Cauchy la serie armonica non converge (e come visto
nell’esercizio precedente, diverge positivamente).

3.1.3 Esercizi proposti

Stabilire, mediante definizione, se le seguenti serie sono convergenti e, in caso
affermativo e qualora sia possibile, calcolarne la somma §.

o0

1L Y log(l1+1) [Divergente]
n=1

2 i s §=1]
g} 4n‘+8n+3 [ =3

D S s=1]
=1 ne+3n+2 [ -3
oQ 2 .

4. }::1 i [Divergente]
o

5. nEO Qﬁw [Convergente]
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S~ VAEl-vR
6. n2=:2 Ny [Convergente]
7Y (- F) [S=~3]

n=1

3.2 Serie Geometrica

Come caso particolarmente interessante, studiamo la serie geometrica:

o0

n=0

diragione p € R. La sua ridotta n —esima é la somma dei suoi primi n termini
che rappresentano=una progressione geometrica, con primo termine uguale ad
1. Quindi, la sua somma parziale n — esima é:

l_‘n

Sp = _pp, se p#1(Sp, se p=1).

Per determinare il carattere di tale serie, & sufficiente calcolare, il limite:

1 —
lim i

n—+oo —-p

(per p #1).

Si distinguono tre casi:

1 se |p| <1, quindi la serie converge;

_ N 1-p?
lim =<{ +4oo, sep>1, quindi la serie diverge;
n—too 1 —p 1. S .
] se p < —1, quindi la serie & indeterminata.

Alcuni testi riportano che, nel caso p < —1, la serie diverge, intendendo che
S, — 00, 0 meglio che |S, | — +oo. Osserviamo come, nel caso p = 1, la serie
si riduca semplicemente a:

o0
Srr=141+4-,

n=0

che & banalmente divergente. Consideriamo alcuni esempi.
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3.2.1 Esercizi svolti

Esercizio 99 Stabilire il carattere della sequente serie:

2 G)

Si tratta di una serie geometrica di ragione p = -}; < 1, quindi convergente, ¢

la sua somma vale:
S 1 5
= ==
1-3 4

Esercizio 100 Stabilire il carattere della sequente serie:

> ()"

n=0
Si tratta di una serie geometrica di ragione p = v/2 > 1, quindi divergente.

Osservazione 101 Particolare attenzione va rivolta alla somma di serie geo-
metriche il cui primo indice é n # 0. In tal caso, nel calcolo della somma,
alla somma della serie geometrica con indice che parte da 0, vanno sottratti i
primi termini non considerati nella sommatoria.

In qalternativa, data una serie geometrica convergente di primo termine arbi-
trario a1 e Tagione p, si vede (come prima) che la sua somma é § = 2.
Infatti, si noti che, in generale, se |p| < 1,

oC
an:pﬁ+pﬁ+l+pﬁ+2+“.:

n=n

:pﬁ(1+p+...p2+...)=
-w
="y o

n=0
Quindi, si avra, semplicemente che

p" a1

=1—p=1—p

Tale osservazione é molto utile soprattutto quando 7 & un numero molto gran-
de.
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Esercizio 102 Stabilire il carattere della sequente serie:
> ()
n=4 3

Si tratta di una serie geometrica di ragione p = % < 1 quindi convergente. La
sua somma vale:

SZl—% 379 271

dal momento che possiamo scrivere

()-S50 -6 -6 -6 -6)

n=4 n=0

In alternativa, pit velocemente & possibile calcolarne la somma, tenendo conto
dell’osservazione fatta:

1
3
Esercizio 103 Stabilire il carattere della sequente serie:
i (2 + k)"

= 3—-k

Si tratta di una serie geometrica di ragione p = %‘i‘—ﬁ, per cut, al variare di

ke R (k#3), si ha che:

e la serie converge se |2tk <1®k<leS=——£—+—;=§:—k—;
3=k 2 1-ZEE T 12K

2+k

e la serie diverge se '3_—,5‘ >1le ::<k<s

B

e la serie € indeterminata se %‘f—’,ﬁ <-1lwk>3.

Esercizio 104 Stabilire il carattere della sequente serie:
> (%)
\1- k

St tratta di una serie geometrica di ragione p = 1_Tk/c» per cui, al variare di
ke R (k#1), si ha che:
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- 1 _ 1 _ 1.
e la serie converge se ll—_%l<1©k<§e S—l——‘r—l k;

e la serie diverge se 1:—% >1ek>1;

: - 1
e la serie € indeterminata se 1__kE <-1&35< k<1l

3.2.2 Esercizi proposti

genti, calcolarne la somma:

5 (2—loga)"

n=1

S (1" (2)"

n=1

) {E (1—2sinz)"”

n=1

Studiare il carattere delle seguenti serie geometriche e, in caso siano conver-

5=

[2[VE]

]

[Divergente]

—2 -
perk<%, Szilh,

per % < k < 2, divergente
per k > 2, indeterminata

per —1<k<-—} S=:1—2+—3—ik |
per k > —1, divergente

per k < -1, indeterminata

A
per —%<x<%, S =%
per = > §, divergente

1

perz < —3, indeterminata

L A
pere <z <eé, =z

‘per 0 < z < e, divergente
per z > 3, indeterminata

[5=-3

1-2sinx
con = # 2kn + 5,5 = “Fns

[ per2k7r<m<(1+2k)7r,]
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x 2nx perr<0,5’=ﬁﬁ-
9 ngl () { per z > 0, divergente |
X \3nz—2 perz <0 §=2 ]
10. > (e)*™~ P = 1eE
n=1 per z > 0, divergente

1 _ (28
per z < —3, S__K_Iz_
per z > 0, divergente

per —% < z < 0, indeterminata

1. 3 1+ )"

[Divergente]

2. (ieré)"

perz<lvz>3 S=;L

per 1 <z < 2, divergente
per 2 < z < 3, indeterminata

13. 3 (ﬁ)" -

n

It
—

3.3 Serie a termini positivi

Una serie & detta a termini positivi se tutti i suoi termini sono positivi (o,
talvolta, non negativi). E’ alquanto intuitivo comprendere che una serie a
termini positivi o converge o diverge positivamente, ma non pud mai essere
indeterminata. Per tali serie valgono i seguenti criteri di convergenza.

Criterio 105 (Primo criterio del confronto). Se una serie é convergente,

allora ogni sua minorante ¢é convergente. D’altra parte, se una serie € diver-
o0 o0

gente, allora ogni sua maggiorante é divergente. Ossia se Y. a, € Y. by sono

n=1 n=1
due serie a termini positivi e se V n risulta a, < ¢ by, essendo ¢ una costante

positiva, allora si ha che:

oo o0
e se > b, converge a Sy, allora Y an converge a Sg;
n=1 n=1

[0 o]
e se Y. a, diverge, allora anche 3 b, diverge.
n=1 n=1
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Crlterlo 106 (Secondo criterio del confronto). Due serie a termini positivi
Z an € Z bn hanno lo stesso carattere se esiste finito e non nullo il limite

n=1 n=1
del rapporto dei loro termini genemlz, ossia se:

lim =1(#0) <

n~>+oo n

3.3.1 Esercizi svolti

Esercizio 107 Stabilire 1l carattere della sequente serie:

o0

1
o (3.2)
n=1
Essendo
1 1
Yn Z 1, 6—7{ < 2—_7{’

tale serie a termini positivi risulta maggiorata dalla serie geometrica Z ( ) .

Questultima converge perché ha ragione p =3 <1, per cui, per zl Cmterw
105, converge anche la serie (3.2).

Esercizio 108 Stabilire il carattere della seguente serie:

> n (3.3)

FEssendo

Vn > 1, <

n? " 4n? -1’

tale serie a termini positivi risulta maggiorata dalla serie Z m conver-
n=

gente (vedi Esercizio 92). Allora anche la serie (3.3) converge, per il criterio

105.

In generale la cosiddetta serie armonica generalizzata:

oo
ot con « € R,

n=1

o diverge, se a < 0, in quanto il suo termine generale non é un infinitesimo
per n — +00;
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diverge, se 0 < a < 1, in quanto il suo termine generale & minorato dal
termine generale della serie armonica Lo 1

e converge, se a = 2, per ’esempio visto precedentemente;

e converge, se « > 2, in quanto il suo termine generale & maggiorato dal
termine generale della serie armonica generalizzata per a = 2 : - < ;

e converge, se 1 < a < 2 (per ragioni non riconducibili immediatamente
alle precedenti).

Esercizio 109 Stabilire il carattere della sequente serie:

31»—!

Essendo -

1 1 1 1
1o < - vn>1
W a1 21°2.2...2.2.1 o0 "D

risulta che il suo termine generale é maggiorato dal termine generale della
x
serie Y. o, la quale é una serie geometrica di ragione 3, quindi, convergente.

n=0
Pertanto, la serie di partenza converge.

Esercizio 110 Stabilire il carattere della sequente serie:

2 m+1
>

n=1

Applicando il Criterio 106, e confrontando il termine generale con quello della

o0
serie armonica generalizzata Y —7;17, st ha:

n=1
2n+1
R N R L
lim — = lim — = lim —— =2
n—+00 by n—-400 g n—-+00 n

Pertanto, le due serie hanno lo stesso carattere, sicché la serie di partenza

converge.
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Esercizio 111 Stabilire il carattere della sequente serie:

= Von
2

n2+3°

n=1

Applicando il Criterio 106, e confrontando tale serie con la serie armonica
o0
generalizzata Y. —1%;, si ha che:

n=1"n

V2n?

1m 3
n—+oo nc + 3

. Ay .
lim — = lim =
n—+oo by, n—-+00
")

=2

Pertanto, le due serie hanno lo stesso carattere, e dunque la serie di partenza
converge.
Esercizio 112 Stabilire il carattere della seguente serie:

0 3

n
B s

n=1

oQ
Applicando il Criterio 106 e confrontando con la serie > n, st ha che:

n=1
a —2—"3 n3
lim == lim 24 = Jim =1.
n—itoo b, notoo N n—+oo nd + n?

Pertanto, le due serie hanno lo stesso carattere, ovvero la serie di partenza
diverge.
3.3.2 Esercizi proposti

Scegliendo un’opportuna serie di confronto, stabilire il carattere delle seguenti
serie.

[e o]

1. 21 qj—ﬁ [Divergente]
n=

2. 7;1 5;2?%5 [Divergente]

10.

11.

12.

13.

14.

15.

SERIE A TERMINI POSITIVI

(o 0]
n
. Zl n24+6n+5
n=

018
(4
3
53
[i53
3
vl

85

[Divergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Divergente]

[Convergente]

[Divergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Convergente]
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16. r§3 (n'l—‘;)%; [Convergente]
17. ni::l (Zfll)! [Divergente]
18. io: M—Cﬁtﬂﬁ [Divergente]

n=1
19. 121 n,?j_l [Convergente]
20. 21 n—\/r{;:ginm [Divergente]

3.4 Convergenza per serie a termini positivi

I criteri visti in precedenza richiedono l'utilizzo di una seconda serie, di cui
si conosca il carattere, per stabilire il carattere di una serie data. Poiché non
& sempre facile individuare tale serie per il confronto, puo essere conveniente
utilizzare altri criteri di piu facile applicazione.

Criterio 113 (del rapporto o di D’Alembert). Data una serie a termini posi-
[o.o]

tivi Y. an, si supponga che esista finito il limite del rapporto tra due termini
n=1
consecutivi. Allora,

a <1, la serie converge,

1 . L
mH — ¢ =1, (o non esiste) nulla si puo dire, in generale,
> 1, la serie diverge.

lim
n—+o0 Ay

Criterio 114 (della radice o di Cauchy). Data una serie a termini positi-

oQ

vi Y. ap, St supponga che esista finito il limite della radice n-esima del suo
n=1

termine generale. Allora,

< 1, la serie converge,
lir4r_1 Yan=£€< =1, (o non esiste) nulla s1 puod dire, in generale,
n—100 . .
> 1, la serie diverge.
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3.4.1 Esercizi svolti

Esercizio 115 Stabilire il carattere della seguente serie:
i A
1
= n 1)!

Applicando il criterio del rapporto, si ha che:

6n+1

. An41 . i
lim —* = lim M=
n—+o0  Qp n—-+00 (F——_l—)—'

. A" —_ 1
= dim 80 (DY S e
n—+oo (n — 1)In 6™ n—too n

Quindi, la serie converge.

Esercizio 116 Stabilire il carattere della seguente serie:
i (2n)! + 1
T
oprd (n+1)!

Applicando il criterio del rapporto, si ha che:

2n+2)14+1
. an+1 . n+2)!
lim = lim —t2
n—+00 Qap n—-+00 2:_:‘11))'
_ (2n+2)(2n+1)! (n+1)! + lim 1 (n+1)! _
T e A (D) 2n+ 1) amtoo (n+2) (n+1)! 20+ 1)!

2 2 1
= lim nt +

lim ——————=240=2>1
noteo I+ 2 | mosteo (n+2) (20 + 1)!

Quindi, la serie diverge.

Esercizio 117 Stabilire il carattere della seguente serie:

X pl
n.

nn’
n=0

Applicando il criterio del rapporto, si ha che:
(n+1)!
n+
lim 9o+l _ i )™

!
n—+00  Gn n—-+co ﬁ;
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! n -n
— lim (n+n! o lim (n—i—l)

= 1 — =
n—-+oo (n + l)n (n+ 1) n! 77-—1>+oo n

Quindi, la serie converge.

Esercizio 118 Stabilire il carattere della seguente serie:
>2
_".
= nl
Applicando il criterio del rapporto, si ha che:

3n+1
(n+D)1

n—-+o00 Eid o
n!

lim 224l _ i

n—+o00 an
lim 33  nl - i
n—+0oo (n + 1) nl3n n—lg—loo n+1

=0<
per cut la serie converge.
Esercizio 119 Stabilire il carattere della segquente serte:

3 [rewen]

n=1

Applicando il criterio della radice, si ha che:

1

l. " — 2 n
ne Von = i [
Quindi, la serie converge.

Esercizio 120 Stabilire il carattere della seguente serie:

i (31147-:- 2) n'

n=1

Applicando il criterio della radice, si ha che:

, ) an \" 4n
lim ¢/a,= 1 7 = 1l
n—-+oo i n—lg—]oo <3n -+ 2) HETOO 3n+2

Quindi, la serie diverge.

n
log (n+ 1)] n—l}:}I—loo log (n+ 1)

-1
e

1,

4
==>1
3

1
el=><1

=0<1

Esercizio 121 Stabilire il carattere della sequente serie:

> ()]

n=1

Applicando il criterio della radice, st ha che:

s -

lim %a, = lim

n—+00
1 . 1—cosi 1
= lim n?® 1—cos—>: lim ——————( T ”>:—<1_
n—+00 n n—-+o00 oy 2

Quindi, la serie converge.

Esercizio 122 Stabilire il carattere della seguente serie:

SE G-t

n=1

Applicando il criterio della radice, si ha che:

, lim P 1IN
lim a, = n-—l»r—}r-loo n o sin - =

1 1 . sin 1

= lim n(——sin~ = lim |1-— =0<1.

n—+00 n n n—-+00 Py

n—+co
Quindi, la serie converge.

3.4.2 Esercizi proposti

Utilizzando un opportuno criterio, stabilire il carattere delle seguenti serie

numeriche:
1. i (4 - 4_2;5:{%1)" [Convergente]
n=1
> (3)" {Convergente]




10.

11.

12.

13.

14.

8

=1 T +4n+3
foe) n
> l (n+1)°
n2+2n:t2
n=1 IOgEn +2n+1)

18

n

18

s

(3 -

00
Z log(n+-1)
foud) ogin+1)+1

3
1l
—

)

_ T —6"4dn-2"42

.

(75 (oo ]
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{Convergente]

[Convergente]

[Convergente]

{Convergente}

[Convergente]

[Divergente]

[Divergente]

[Convergente]

[Divergente]

[Convergente]

[Convergente)]

[Divergente]
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oQ
371
15. n?37 log nt1 [Convergente]

=1

fe o]
16. > g:l,;gg-— [Convergente]
n=1
oo
17. 21 (n—4), [Convergente]
& (log VRF)™
18. C
n§1 T [Convergente]
S sinn :
19. 1+ 2B.1 Divergente
T
n=1
[Convergente)]

2 —(2n+1)
20. nZ::I L )

3.5 Serie a termini qualsiasi

Diremo che una serie & a termini qualsiasi se i suoi termini sono sia positivi
che negativi. Tra tali serie rivestono un ruolo importante le serie a segni
alterni, ossia serie i cui termini di posto pari sono positivi, mentre quelli di
posto dispari sono negativi, o viceversa. Sono esempi di serie a segni alterni

le seguenti:

S Caplo L1
2n 2 4 6 8
n=1
o

1 1 1
e SR RS B S8
n=0

Per studiare il carattere di una serie a segni alterni sussiste la seguente condi-
zione sufficiente per la convergenza.

Criterio 123 (Leibniz). Se i valori assoluti dei termint di una serie a segni

alterni costituiscono una successione monotona non crescente, cioé se
lag| 2 laz| = laz| = -+ 2 |an| = -

e se il termine generale converge a zero per n — +oo, allora la serie converge.
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Definizione 124 Diremo che la serie

00
Zan:ao+a1+...+an+...

n=0

é assolutamente convergente se converge la serie dei suoi valori assolut,

Z lan].
n=1

Sussiste, poi, il seguente teorema.

Teorema 125 Se una serie € assolutamente convergente, allora essa é anche
convergente.

Alla luce di questo teorema, per poter stabilire la convergenza di una serie
a termini di segno qualsiasi, ¢ sufficiente (ma, in generale, non necessario)
verificarne ’assoluta convergenza.

3.5.1 Esercizi svolti

Esercizio 126 Stabilire il carattere della sequente serie:

FEssendo

n=1

la successione {|an|}, ey € monotona decrescente. Infatti:

1 1
_1n__ > _1n+1_____ v N
(1 | 2 [0 | v e
ossia, “senza segni”:
1 1
>
2n ~ 2(n+1)
Inoltre,
-n"
lim (-1) =0.
n—+oo 21

Il criterio di Leibniz € soddisfatto, per cui la serie converge.
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Esercizio 127 Stabilire il carattere della seguente serie:

oo
1
>y
s n+1
Essendo
oo
1 1 1 1
LR = 14+ =4
Z( )n+1 2+3 4—+~ ’

n=0

la successione {|an|},cn & monotona decrescente. Infatts:

e fer

n+2

——1—~|,VnEN,
n+1

v

Inoltre, "
lim U
n—+oo 7+ 1

Il criterio di Leibmiz € soddisfatto, per cui la serie converge.

Esercizio 128 Stabilire il caratiere della sequente serie:

S (-1
n=0

Essendo
1—-14+1—-1+---,

la successione {|an|},cn € monotona decrescente. Infatti:
(1" > |(—1)"+1| Vn € N.

Ma si ha:
lim (-1)" #0,

n—-+oo
e quindi la condizione necessaria 93 non € soddisfatta. Di conseguenza, la
serie non converge (di fatto, & oscillante).

Esercizio 129 Stabilire il carattere della sequente serie:

o0 .
sinna
E 5 COn &€ R.
n

n=1




094 CAPITOLO 3. SERIE NUMERICHE

Si tratta di una serie a termini di segno qualsiasi. Possiamo limitarci o
studiare la convergenza della serie dei moduli:

>

n=1

sin 3«
9

sin 2
4

sin o
1

sin no

n?

I termini di tale serie sono sicuramente minori di quelli della serie

o0

> -

1
n=1n

che € la serie armonica generalizzata per o = 2, serie convergente. Pertanto,
utilizzando il Criterio 105, anche la serie assegnata converge.

Esercizio 130 Stabilire il carattere della sequente serie:

oo _g)"
Z(n') ’

n=1

Si tratta di una serie a termini di segno qualsiasi. Possiamo limitarci a
studiare la convergenza della serie dei moduli:

S0 [ 2]+ |2+
— nl | i1 ! 3!

Per il criterio del rapporto, si ha che:

(_3)n+1
(-3)"

n!

(n+1)n! =0<1.

lim
n—+co

Poiché tale serie ¢ assolutamente convergente, anche la serie assegnata con-
verge.

3.5.2 Esercizi proposti

Stabilire il carattere delle seguenti serie numeriche, a termini positivi e non:

[Convergente]

2. X %—2_1%:‘; [Convergente]

3.5.

10.

SERIE A TERMINI QUALSIASI

[o3]

) E (—1):!logn

n=1

X (=3 (2712)"

rf‘;'[n—!(ml—)]"‘

1

95

[Divergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Convergente]

[Convergente]




Capitolo 4

Successioni di Funzioni

Definizione 131 S: definisce successione di funzioni e si indica con

{fn (m)}nGN ’

-

un’applicazione che ad ogni indice n € N fa corrispondere f,, dove
faila Bl >R, VneN,
sono funzioni a valori reali.

In realta, il dominio delle f, puo essere un qualunque X C R, o anche piu
generale, ma noi fisseremo ’attenzione sul caso detto.

Definizione 132 La successione di funzioni f, converge puntualmente ad
f (in [a,b]), e si scrive
se

Vz€labd,Ve>0, Iv=v(ez) e N:|fo(z) - f(z)] <&, Vn>u,

cioé se:
lim f,(z)= f(z) Vz€la,b].

n—+00

Definizione 133 La successione di funzioni f, converge uniformemente
ad f (in [a,b]), € si scrive

fa(z) = f(2),

s€

Ve>0, 3v=v(e) eN:|fpolz) - f(2)|<e,Vn>uVz€Elab].

97
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Si osservi non solo la diversa dipendenza di v nelle due definizioni ma an-
che la diversa posizione di V z € [a, b].
, o L h
E’ possibile dare una definizione di convergenza uniforme equivalente allg
precedente:

Definizione 134 La successione di funzioni f, converge uniformemente
ad f (in [a,b]), se e solo se

sup |fn(z) = f(z)| — 0, pern — oco.
Definizione 135 Si definisce insieme di convergenza di { fn (z)}, oy, Uin-

sieme
I={zeD: f,(z) converge},

dove D ¢ l'insieme di definizione della successione di funzioni {fn ()} en-

Esempio 136 Sia data la successione {fn (2)},cn definita nell’insieme dei
numert reali, con

fn(z) =€,
allora
0, sex >0,
nEToo e = 1, sex =0,
400, sexz <O0.

Dungue, la successione converge ad f (x), definita da:

0, sex>0

f(a:):{ 1, sex=0;

pertanto, ne deriva che l’insieme di convergenza e I = Ra’ .

Ricordiamo alcune proposizioni importanti per la determinazione della
convergenza puntuale o uniforme di successioni di funzioni.

Proposizione 137 La convergenza uniforme implica la convergenza puntua-
le.

Non vale il viceversa.

99

Esempio 138 Scegliamo la seguente successione di funzioni:
fa(z) =2", Vzel0,1].

Calcoliamo il limite puntuale. Innanzitutto, se ¢ = 1, otteniamo una suc-
cessione mumerica sempre pari ad 1, per cui il limite é1; sex =0, allora
fn(0) = 0 Vn il che implica che F(0) = 0. Invece, se 0 < x < 1, allora 2™ &
decrescente, quindi ha come limite il suo estremo inferiore che ¢ 0. Quindi il

limite puntuale é
0, 0<z<«],

f(z)z{ 1, z=1.

Controlliamo se la convergenza é anche uniforme in [0,1]. Per calcolare ’e-
stremo Superiore

sup lmn - f(:c)l ’

(0,1

osserviamo che i sup |z"| = lirn1 |z™| = 1, mentre nel punto z =1,
z€[0,1{ T

2" ~ f(z)| =[1-1] =0.

Segque che non c¢’é convergenza uniforme pur essendoci convergenza puntuale.

Proposizione 139 Se esiste una successione numerica (an),en (neCESSATIO
mente non negativa) infinitesima e tale che

If (@)= fa(@)|<an, Yz€ACDVREN,

allora f,, converge uniformemente ad f in A (e viceversa).

Proposizione 140 Se esistono una successione numerica (@n)pen nfinitest-
ma ed una funzione h(z) limitata in A C D tali che

If (@) — fa(z)] S h(z)am, Vz€ACDVREN,

allora f, converge uniformemente ad f in A.

Osserviamo che la Proposizione 140 & ovviamente equivalente alla Propo-

sizione 139.
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4.1 Esercizi svolti

Esercizio 141 Determinare l'insieme di convergenza e la funzione limite del-
la sequente successione di funzioni:

T

ne
z)=—.
fa (@) n + z?
Innanzitutto la successione é definita in D = R, inoltre
ne® ne®

lim 5 = lim TN = e:L‘
n—+oon + T n-—>+oon(1+%)

i

per cut si ha che f, () — f(z) = €®,Vz € R e, dunque, l'insieme di conver-
genza I =R.

Nella sequente figura, si mostra il grafico della funzione limite e delle sue tra-
slate f(z) — ¢ e f(x) +¢& (con & valore positivo fissato) in grassetto, mentre
si riportano tratteggiate alcune funzioni della successione. Essendo la conver-
genza non uniforme, i grafici di fo(z) e fm(z) con n,m > v = v(e,z) non
risultano essere contenuti dentro la fascia determinata dai grafici di f(z) — e
e f(x)+¢, in quanto v dipende anche da x.

flx)+e

\J
=

flx)-e

Esercizio 142 Determinare l'insieme di convergenza e la funzione limite del-
la sequente successione di funzioni:

folz) = (1 + Sizm>n.
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Innanzitutto la successione & definita in D =R, inoltre

lim <1+ sinx)" — ¢sinz
n

n—-+00

per cui si ha che fn(z) — f(z) = e"2,Vz € R e, dungue, l'insieme di
convergenza é I = R.

Esercizio 143 Determinare l'insieme di convergenza e la funzione limite del-
la sequente successione di funzioni:

fn(z)=(z—3)" +3z.

Innanzitutto la successione & definita in D = R, inoltre,

+00, sexz—3>1& >4,
. n_ )L sex—3=1& =4,
nll}foo(m_?’) —) 0, se |z -3 <le2<z<4,

non esiste sex—3< -1z <2,

»»

per cui si ha che fn (x) = f (z), definita da:
13, sez =4,
f(x):{ 3z, se2<x <4,
e, dunque, 'insieme di convergenza &I = 12,4].

Esercizio 144 Determinare l’insieme di convergenza e la funzione limite del-
la sequente successione di funzioni:

log"x + 2
fn(a) = 3z2+2

Innanzitutto la successione & definita in D = R*, inoltre

+00, se logz > 161z > ¢,
. n 1, selogr=1&1=%¢,
nkrfwlog =3 o, se logz|<l& i<z <e,

non esiste se logz < —1e0<z<el,
per cui si ha che fn(z) — f(2), definita da:

3 =
f@={ = Ll
32252 Se € <z <e,

L . -1
e, dunque, linsieme di convergenza I= ]e ,e] .
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Esercizio 145 Determinare linsieme di convergenza e la funzione limite dej.
la sequente successione di funzioni:

2z +logx z
- .

frle) = (1+

Innanzitutto la successione é definita in D = RY, inoltre

nq i 1 1
lim [(1 + ?.Llog_‘?’:> :!2 — (e2z+logz)? — (e2zelogz>7 — /egzm’

=400 n

per cui si ha che f, (x) — f(z) = VeXg, Yz € Rt ¢, dungue, linsieme di
convergenza ¢ I = R+,

Esercizio 146 Studiare il comportamento della sequente successione di fun-
zioni:

_nsinz +1

N n

precisando, nel caso converga, il tipo di convergenza e la funzione limite.
Si osservi, innanzitutto, che la successione data ¢ definita in R e converge
puntualmente alla funzione f (z) = sinz. Infatti, si ha che:

. nsing + 1 .
lim —~ ~ —gipg.
n—+o0 n
Inoltre, essendo
nsinz + 1 . 1
|fn(2) — f(2)] = —,—— —sinz < 'El’ Vz € R,

per la Proposizione 139 risulta che la successione ¢ anche uniformemente con-
vergente.

Nella seguente figura, si mostra il grafico della funzione limite e delle sue tra-
slate f(z) —¢ e f(z) +¢ (con € valore positivo fissato) in grassetto, mentre si
riporteno tratteggiate alcune funzioni della successione. Essendo la convergen-
za uniforme, i grafici di fu(z) e fn () conn,m > v = v(e) risultano essere
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contenuti dentro la fascia determinata dai grafici di f(z) —€ e f(z) +¢.

Y

Esercizio 147 Verificare il comportamento della sequente successione di fun-
20ni:

fa () = m,
precisando, nel caso converga, il tipo di convergenza e la ]"unz'ione limite.
Si osservi, innanzitutto, che la successione data € definita in R e converge
puntualmente alla funzione:

z =0,

f(x)z{ (1): z#0.

Inoltre, essendo

|fn(2) = f(2)[ =0, z=0,

2
—_ = | ———— Oﬁ
n @) = F @) = | g | 2 #
= suplfn &) = o)) = sup| o = i g =

per la Proposizione 184 risulta che la successione non é uniformemente con-

vergente.

Esercizio 148 Verificare il comportamento della sequente successione di fun-

zioni: 9
n“cosz
f’n (:I:) = 14+ n2’
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precisando, nel caso converga, il tipo di convergenza e la funzione limite.
Si osservi, innanzitutto, che la successione data é definita in R e converge
puntualmente alla funzione f (z) = cosz. Inoltre, essendo

< 1
= l+n2’

n2cosz
1+ n?

|/ (2) = f ()] = —cosz| < [cosz| Vz € R,

1+ n?

per la Proposizione 140 risulta che la successione é anche uniformemente
convergente.

Esercizio 149 Verificare il comportamento della sequente successione di fun-
ziona: .
sinz

n

fn (2)

precisando, nel caso converga, il tipo di convergenza e la funzione limite.
S1 osservi, innanzitutto, che la successione data é definita in R e converge
puntualmente alla funzione f (z) = 0. Infatti, si ha che:

sinzx

lim =0.
n—+00 N

Inoltre, essendo

sinx

|/ (2) = f ()] =

< |sinz]

1
< l—l , Vz € R,
n n
per la Proposizione 139 risulta che la successione é anche uniformemente
convergente.

4.2 Esercizi proposti

Determinare l'insieme di convergenza e la funzione limite delle seguenti suc-
cessioni di funzioni:

2, =090, ]
1 * I=R}

L fa(z)=e 41 [f(w)={ oz 0;

2 fu(z) = (log, 2" r@={ 5 IS5 1=kl

3. fn(z) = arccos (53 ) [f (z) = { L, i’::g’ I= ]Rb*;
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4. fr (z)log(n +sinz) —nlogn [f (z) =sinz; I =R]
cos3, =1,
f(:r):{ cos2z, z<-l,z>1;

=C T Ln
5. fn(x) = cos (2 + 3v) I =]—00,—1[U[1,+00]

Verificare il comportamento, precisando, nel caso converga, il tipo di conver-
genza e la funzione limite, delle seguenti successioni di funzioni:

- 2

1. fa(z) =2%+1 [fn(z) = [ (2) = 2]

2, =1, }

2. fa(z)=2"+1 [f"(z)_'f(x)z{l, ~1<z<l

[fn () 2 £(2) = 0]

3. fol(z) =920

»

4 folz) = S [fa(z) =3 f () =0]

n‘

(fn(2) = f(z) = €]

5. fn (.’E) — e:z: + arct:na:




Capitolo 5

Serie di Funzioni

Definizione 150 Sia {ar(z)} oy una successione di funzioni reali definite in
un intervallo X C R. Indichiamo con {Sp}nen la successione delle somme
parziali:

Sa(z) = ai(z) + az(z),

Sn(z) = ar(z) + - + an(x).

Tale successione di funzioni si chiama “serie di funzioni di termine generale

ar(z)”, e si indica come:
o<
Z 27 (.’L‘)
k=1

o0
Definizione 151 La serie di funzioni ) ax(z) converge puntualmente

k=1
(in X) se
d n
Sn(x) ef Z ar(x) converge puntualmente (inX),
k=1

il che eguivale a dire che 3 S(x), detta somma della serie tale che:

VzeX, Ve>0, dv=vie,z)eN:|S(z)-S() <e, Vn>v.

107




108 CAPITOLO 5. SERIE DI FUNZIONT

o
Definizione 152 La serie di funzioni ) ax(z) converge uniformemente

k=1
(in X) se
Sn(z) converge uniformemente (in X ),

il ché equivale a dire che 3 S(z) :

Ve>0, dv=v(e)eN:|Sy(z) - S(z)|<e, Vn>v, VzeX.

o0

Definizione 153 La serie di funzioni Y ax(z) converge totalmente in X
k=1

se esiste una successione numerica { My }nen positiva (M, > 0) tale che:

1) lan(z)| < Mp, VzeEX,VneEN,
[
2) la serie (numerica) Y. M, converge,

n=1

[e2)
ct0 equivale a richiedere che Y sup |ay(x)| converga.
n=lz€eX

(o)

Criterio 154 (Cauchy Puntuale). La serie di funzioni S ax(z) converge
k=1

puntualmente in X C R se e solo se:

n

Z ai(x)

k=m+1

Ve>0,VzeX, 3v=v(ez)eN: <eg,Vm>v,Vn>m.

o
Criterio 155 (Cauchy Uniforme). La serie di funzioni 5. ax(x) converge
k=1
uniformemente in X C R se e solo se:

n

> ak(x)

k=m+1

Ve>0, 3v=v(e)eN: <e, Ym>y, Vn>m, Vz € X.

o

Criterio 156 (Weierstrass). Sia Y. an(x) una serie convergente totalmente
n=1

in X allora essa converge anche uniformemente in X (ma non, in generale,

viceversa).

Esempio 157 La serie di funzioni

R
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converge uniformemente in [—1,1] alla funzione S(z) = -log(1 + z2?) . Si
osservi pero che essa non converge totalmente, infatts
-z 1
sup _(_)_i_ = —,
['_1:1] n n

o0
e la serie armonica Y, 1 diverge.
n=1

5.1 Serie di funzioni note

Si riporta, per facilitare lo studente, una tabella con alcuni dei principali
sviluppi in serie di funzioni note e relativi domini, insiemi di convergenza e

funzioni somma.

Serie Geometrica

S o D=RI=]-1,1[ S(z)=32
n=k
Serie Esponenziale
D=R;I=R S(z)=¢"

o0
£ 5

Serie di Leibniz

3 - 1
Zl z+n al:+'n.+1 D=R~NZ7;1=D S(I)Zm
n=

Serie (di Mc Laurin) del Coseno

D=R;I=D S(z) =cosz

5 n 2}2"
n=0

Serie (di Mc Laurin) del Seno

S(-rgty D=RI=D  5()=sins
= n+1)!

Serie (di Mac Laurin) del Coseno Iperbolico
i(mz_inﬁ D=R;I=D S (z) = coshz

n=0

Serie (di Mac Laurin) del Seno Iperbolico
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z2ntl

n=|

S(z) =sinhz

Serie Logaritmica

oo
> (=nprte D=R;I=]-1,1] S(z)=log(1+z)
n=1
Serie dell’Arcotangente
o0
S (- 22:11 D=R;I=[-1,1] S (z) = arctanz

n=

5.2 Esercizi svolti

Esercizio 158 La serie di funzioni

2. (-1)" (sinz)*"
Z( )f; )

n=1

, Vze[0,n],

converge uniformemente, infatti si vede subito che converge totalmente, in
quanto

1
qup | C 0™ |1
(0.1 n n?
. [o 0]
e la serie armonica generalizzata > n—lg converge.
n=1
Esercizio 159 Lo serie di funzioni
> [
_j (cosz
DT i Gt MV
n=2 n

é una “serie logaritmica”
converge alla somma

(composta con cosz) per cui é facile vedere che

S(z) =

(avendo sottratto il primo termine della serie logaritmica). L’intervallo di
convergenze risulta, quinds,

log (1 + cosz) — cos z,

I={z:cosze]-11]} =R~{z=2k+1)m keZ}.

T
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Esercizio 160 La serie di funzion:

o n gne
E -1

(1) 2n+1’
n=1

pud essere riscritia come
3(2n+1)z3—z

ngl (=" = ()" omril g

E’ facile, ora, riconoscere la serie dell’arcotangente (composta con 3% ), per cui
st ha che essa converge alla somma

3z)2n+l

n+1

S(z)=37°

arctan 3%,
nell’intervallo di convergenza I = {z : 3° € [-1,1]} = ]—00,0].

Esercizio 1617 La serie di funzioni

[}

>0
n=2
puo essere riscritta come
o o0
93nz 2(3z-2)n
n—1 _ _1\yn—1 __93z-2

SN G = > ()T 2
n=2 n=1

7

. . . . . _ 3z
E’ facile, ora, riconoscere la “serie logaritmica” (composta con 2322 — 2—4~ )
per cui st ha che essa converge alla somma

93z 3z
S(m):log<1+—4—> *27,

dal momento che bisogna sottrarre il primo termine della serie logaritmica per
n = 1. L’intervallo di convergenza coincide con l'insieme dei valori reali per
cui 2352 ¢ |-1,1], owvvero I = |00, %].

Esercizio 162 La serie di funzioni

oo

1
Z (cosz)n!’

n=0
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corrisponde alla serie esponenziale di 55%—3:, per cui st ha che essa converge
alla somma .

S (z) = ecosZz,
nell’intervallo di convergenza I = R Ll +km, k€ Z} . Osserviamo che si
ha convergenza uniforme lontano dall’insieme in cui cosz = 0, di fatto sugli
insiemi del tipo (€ > 0) {z:|cosz| > €} e cioé fuori dai 6-intorni di 72_r + km,
keZ.

5.3 Esercizi proposti

Con l'aiuto di sviluppi in serie noti, determinare la somma delle seguenti serie
di funzioni con il rispettivo intervallo di convergenza. Inoltre, qualora sia
possibile, stabilire se vale anche la convergenza uniforme.

X n S(z)=1+cosx
1. cos T _ ’
,Eo(l.msx) /@ € [=m 7] [I:]—%W-I—Qkﬂ,%ﬂ-}-.?k'fr[, keZ ]

o0
2 3 (tanz)™ [S(e) = {84, [=]-F+hm T +kn[, ke ]

n=1
o0 log™

3. 20—0% [S(z) ==z, I=]0,400[ ]
n=
0 2n .

4. (—1)"esnr® (S (z) = =22 arccos? z, I =]—00,+00] |
n=1

[$(2) = 52, I =]-00,+o0] |

018

1
EZHn) (22 +n+1)

n=2

5.4 Serie di Potenze

Definizione 163 Definiamo serie di potenze la serie di funzioni

o0 .
> an(z —20)" = ag + a1 (z — o) +az2 (z — 20) + ...,

n=0

dove:

R
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o {an}nen € una successione numerica (reale);
e x ¢ una variabile reale;
o a, (z — zo)" prende il nome di termine generale della serie;
e a, prende il nome di coefficiente n-estmo della serie.
e Il numero reale zg € detto centro della serie di potenze suddetta.

Poiché si puo sempre pensare di cambiare variabile tramite una traslazione,
ponendo:
o [0}
n 7
y=z-T0=>Y an(x—z0)" =Y any”,
n=0 n=0

d’ora in poi, per semplicitd, supponiamo che il centro sia zg = 0.

Definizione 164 Si definisce raggio di convergenza di una serie di potenze
Pestremo superiore p € [0,+00] dell’insieme in cui la serie converge puntual-
mente. -

Si puo verificare allora che vale uno (ed uno solo) dei casi seguenti:

o0
1. La serie di potenze ) a,z™ converge solo in 0, allora il raggio di con-
n=0
vergenza e p = 0, ovvero la serie converge solo nel centro;

o0
2. La serie di potenze > anz™ converge Vz € R, in tal caso, il raggio di
n=0
convergenza € p = +0oq;

o0
3. La serie di potenze ) anz™ converge per |z| < r e non converge per
n=0
|z| > r (potendo avere carattere qualsiasi per |z] = r) allora il raggio di

convergenza & p =T.

Definizione 165 L’insieme di convergenza é un intervallo detto, appunto,
intervallo di convergenza della serie.

(o]
Criterio 166 (Cauchy-Hadamard o Radice). La serie di potenze Y. anz™

n=0
converge nell’intervallo di convergenza di raggio p, tale che:

0, se L = 400,
1/L, se0< L < 400,
400, se L =0,

p:
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dove lir}rl Yan| = L (€ RU{+o00}) (se esiste tale limite).
n—1+00

o

Criterio 167 (D’Alembert o Rapporto). La serie di potenze Y. anz™, con
n=0

an # 0 Vn € N, converge nell’intervallo di convergenza di raggio p, tale che:

0, se L = 400,

p=14 1/L, se0 <L < +oo,
+o0, se L =0,
dove lim |%221| = [ (€ RU {+o00}) (se esiste tale limite).
n-—+00 e

o0

Teorema 168 (Abel). Se la serie di potenze 3, anz™ converge nell’intervallo
n=0

I, allora converge uniformemente sui compattt K C I.

Ricordiamo che i compatti K C R sono i sottoinsiemi chiusi e limitati di
R.

5.4.1 Esercizi svolti

Esercizio 169 Determinare tntervallo e raggio di convergenza della serie di

potenze:
(oo}

Znilzn'

n=0

Possiamo applicare il criterio del rapporto di D’Alembert:
n+ln+1 ‘ 3

On+1
Qan

lim

n—+oo

= lim

n—+oo

n+2 n

Quindi il raggio di convergenza é p = 1. Inoltre per x = —1, si ha la serie

o0

Z(_l)nn+17

n=0

che non converge, mentre per T = 1, si ottiene la serie

0
n

)
n+1
n=0 +
anch’essa non convergente, dal momento che non soddisfa la condizione ne-
cessaria per cui lirf a, = 0. 5i pud dunque concludere che Uintervallo di
n—+o0

convergenza € I = |—1,1{. Inoltre tale serie converge uniformemente su tutti
i compatts [—€,+€] C 1.

¥
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Esercizio 170 Determinare intervallo e raggio di convergenza della serie di

potenze: i "
n=0 (e + %)n .

Possiamo applicare il criterio della radice di Cauchy-Hadamard:

. 1 1
= 1m | ==
n—+oo e + = €
Quindi il raggio di convergenza € p = e. Inoltre per x = —e, si ha la serie

n

0 e
-1)" —,
2V

che non converge, mentre per & = e, si ha la serie

hed n

o0
Z e
nH

anch’essa non convergente, dal momento che entrambe non soddisfano la con-
dizione necessaria per cui lim a, = 0 (per entrambe, il limite del valore
n—-+o0

assoluto vale 1). St pud dunque concludere che lintervallo di convergenza
¢ I = ]—e,e|. Inoltre tale serie converge uniformemente su tutti i compatti

Esercizio 171 Determinare intervallo e raggio di convergenza della serie di

_n2
> (=) -
n

n=0

potenze:

Possiamo applicare il criterio della radice:

im e = 1 42\ 1 _1
nll»I—POO lon| = n—lvr-il—loo n T nS¥eo (1 + %)n e?’
Quindi il raggio di convergenza & p = e2. Inoltre per x = —e?, si ha la serie
o0 —n2
n+2 on
(__1)” ( ) e,
n=0 n
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che, non converge (non verifica la condizione necessaria), mentre per x = &2,

st perviene alla serie
o0 —n?
2
)3 (n + ) ey
n

n=0

anch’essa non convergente, dal momento che non soddisfa la condizione ne-

cessaria per cui liril an = 0. Si pud, dunque concludere che lintervallo di
n—1T+0oo

convergenza I = }—62, 62[. Inoltre tale serie converge uniformemente su tutt;
i compatti [—€,+&] C I

Esercizio 172 Determinare intervallo e raggio di convergenza della serie di

potenze:
e n

2 e

n=0

Possiamo applicare il criterio del rapporto di D’Alembert:

3 n
n®+1})5
lim |24 = lim ( ) =
n—+4oo [ ap n—++oo [(n + 1)3 + 1] gn+1

.1 nd+1 1

= lim - = —.

n—>+o0 5 [n3 +3n2 +3n + 2 5

Quindi 1l raggio di convergenza é p = 5. Inoltre per x = —5, si ha la serie
o~ (=1)"
nd3+1’

che converge, mentre per x = 5, si perviene alla serie numerica

NgE:

nd+1’

n=0

anch’essa convergente, per il criterio del confronto. Si pud, dunque concludere
che Uintervallo di convergenza é I = [—5,5]. Inoltre tale serie converge uni-
formemente su I (che é compatto). Di fatto, la serie converge totalmente su
1.

Esercizio 173 Determinare intervallo e raggio di convergenza della serie di

potenze:
o~ (21"
Z ™ !

n=0
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Prima di tutto, mediante la posizione, y =T — 1, possiamo ricondurre la serie
data a quella centrata in yo =0 :

X . n
o (5.1)
n=0

A questo punto, possiamo applicare il criterio della radice di Cauchy:

1
L, Vil = Doy =7
Quindi il raggio di convergenza ¢ p="17. Inoltre per y = —7, 51 ha la serie
[o e}
Z (—l)n )
n=0

banalmente non convergente, mentre per y = 7, si perviene alla serte

X
2L
n=0
i puo () llo di con-
anch’essa non convergente. Si puod, dunque concludere che l'interva

vergenza € I =1-7,7[, per la serie trasformata (5.1), ovvero I =1-6,8[.
Inoltre tale serie converge uniformemente su tutti i compatti [—&,+&] C 1.

E

5.4.2 Esercizi proposti

Determinare intervallo e raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze:

1. 20(%4-%)%” =2 I=1-22[]

2 g R | |
n=

o<
2n+1 n
4. 21 TS tenitn—3%

S g =1, I=]-1,1] |
5. 214712—571 +1 [p
n=




