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I modulo

ES.1 Studiare laseguente funzione e rappresentarla graficamente evidenziando se presenta
discontinuita
f(x) =x(log?x — 2logx — 2)

ES.2 Sirisolvail seguente limite, senza necessariamente ricorrere ai limiti notevoli

lim ¥Vx +4 —x

X—00
ES.3 Si calcoli Il dominio della seguente funzione e lo si rappresenti nel piano cartesiano

flx,y) =log(2* 1 —1) —log(3**> = 27) + \x2 +y%2 — 4

Sol.1 Insieme di definizione:

x €]0; +oo[
Studiodel segno:
x(log?x — 2logx — 2) > 0
x>0 x>0

=
log?x — 2logx —2 >0 x<el™V3yuyx>eltV3
Pertanto lafunzione assume valori positivi per x € ]0, el“E[ U ]el+‘/§, +00[

Comportamento agli stremi dell’Insieme di definizione
lim f(x) =0
x—-0%

lim f(x) =+
X—+ 0o

Proprietadi monotonia
2logx 2
f'(x) =log?x — 2logx — 2 + x( g —;) =log?x— 4

log?>x—4>0 & x<e?uUx>e?
La funzione presentaun massimo relativo nelpunto M = (e~?,4e~2) e unminimorelativonel
puntom = (e?,—2e?)
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Sol.2

im V5T - V5 = tim QEF A= G+ 92+ Y002+ YE+ D)
x—00 X—00 i/(x+4)2+i/(x)2+§/(x+4)(x)

lim xX+4—x —0
o3+ D2+ 32+ G+ H )

Sol.3 Ildominio dellafunzionesiottienerisolvendo il seguente sistema:
2°1-1>0 271> 20 x>1
35 _27>0 &3 >3 o | x>-2
x?+y?—4>0 x?+y2 =>4 X +y? =4
Il modulo
Es.1 | Sicalcoliil seguenteintegrale triplo
.f f f eYxzdxdydz
T
dove T e il dominio definito dallelimitazioni
0<x<1,0<y=>x20<z<2
Es. 2 Sirisolvaalmenounadelle seguenti equazioni differenziali:
a. y' =+1-y?cos(logx)
y'" =2y =3y = (2x + 1)e*
b. y(0)=0
y'(0)=1
Es. 3 Dato il campo di forze:
F(x,y) = (xlog(x2 4+ y2 +1))i + ylog(x% + y2 + 1)j
verificare se esso e irrotazionale, se & conservativo ed, intal caso, determinarne un potenziale.
Calcolare, inoltre, il lavoro compiuto dal campo per spostare un punto di massa m lungo la
curvay = x2 + 1 traipunti A(0,1) e B(2,5).
Es.4 | Calcolare i momenti d’inerzia I, 1, I, di un disco omogeneo D di densita p(x, y) = p?avente




centro nell’origine degli assi e raggio 3.

Sol.1 L’insieme Té un dominio normale rispetto al piano (x,z). applicando le formule di riduzione si
_U:[ eYxzdxdydz = fszdxdzf eYdy = foz[ey]x dxdz = j sz(ex —1)dxdz =
fx(ex - 1)dxfzdz—jx(ex —1)[ ] dx=2 fx(ex —1)dx
0 9 0 ) 0
= foexzdx—fodx =e—2
0 0
Sol.2a | Sitratta di una equazione differenziale a variabili separabili:
dy _ dy
1—y?cos(logx) & ——== cos(logx)dx
dx [1—y2
Integrando ambo i membri, ottengo:
d
f—y= fcos(logx)dx
J1—y?
Il primo & un integrale immediato:
f dy .
————==arcsiny+c
J1—y?
Il secondo integrale si risolve per sostituzione ponendo
t =logx,x =et,dx = et
fcos(logx)dx = fetcostdt
che si risolve per parti
J-etcostdt = elcost + J. etsintdt = etcost + etsint — j etcostdt
In definitiva:
sint + cost sin(logx) + cos(logx
fetcostdt=etT+c=x ( 9)2 ( 'g)+c
In definitiva:
) sin(logx) + cos(logx) ) sin(logx) + cos(logx)
arcsiny = x 3 +ceyx) =sin|x > +c
Sol.2b | L'equazione caratteristica dell’'omogenea associata ammette come soluzioni

Ah=—1leA, =3
La soluzione generale dell’omogenea associata e:
Yo(x) = cie™* + c,e3*

La soluzione particolare & del tipo

y(x) =yo(x) +ux)
Dove

u(x) = (Ax+ B)e*

u'(x) = (Ax + B)e* + Ae*
u”(x) = (Ax + B)e* + 24e*

Si ottiene cosi:




La soluzione dell’equazione differenziale & quindi:
1 1
y(x) = cie™¥ + c,e3* + ¥ (—Ex _Z)
1

. N . 1
Applicando le condizioni di Cauchy, ricavo ¢; = —Lec2=3

La soluzione del problema di Cauchy & pertanto:

)= - Loxy ooy x( 1 1)
yx)=—_e 7€ e 2%~

Sol.3 | La formaé definitain Q = R? che & semplicemente connesso.
Ilcampo & irrotazionale essendo
d 2xy d
—xl 2 241) = =—vl 2 241
3y~ og(x?+y*+1) iy 1-ox) 0g(x?*+y? +1)
Esso e quindi conservativoin Q.
Detta F (x, y) il potenziale, si ha:
F(x,y) = fxlog(xz +y2 + 1)dx
1
=3 [(x2+y?2+ Dlog(x?+y?+1)— (x2+ y?2 + D]+ c(y)
Perdeterminare lafunzione c(y) occorre imporre:
aF( ) = ylog(x* + 2+1)+1(2+ 2+1) 2y =2 +c'(y)
3y x,y) =ylogx“+y S XSty 1y 1 ey Ty
=ylog(x?+ y> +1)
Allorac’'(y) =0 < ¢(y) =0
Quindirisulta:
1
Fx,y) = E[(x2 +y2+ Dlog(x? +y?+1) —(x2+y? +1)] +c¢
Illavoro, essendoil campo conservativo, dipende solo dal valore che la primitiva assume agli
estremiedé:
f w =F(P,) —F(P;) =15log30—log2 — 14
14
Sol.4 | Si considerino le coordinate polari

{x = pcosfO
y = psind
dove0<p<3 0<6<2nm
Si hache:
L, = ff x?p(x, y)dxdy
D
32m 3 2n 3
2437w
= ff p?cos?0p?pdpdl = fdepf cos?0do = nfdepzT
00 0 0 0

21 3 21 3

3
243
I, = ffyzp(x,y)dxdy= ff pzsinZszpdpd9=fp5dpf sin?6df = nfpsdp =T7T
D 00 0 0 0

Io=1I,+1, =243




