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Integrali multipli

Consideriamo, inizialmente il caso degliintegrali doppi. Il concetto diintegrale doppio € I’estensione della
definizionediintegrale perunafunzionereale di unavariabile realeal caso di unafunzione reale di due
variabili reali

Definizione
L'integrale doppiodifsul rettangoloR &
n m
| reaxay=1m > flxi, 35)- 4y
P
i=1j=1

quandoil limite delle sommedi Riemann esiste. Intal caso diciamo che lafunzione & integrabile sul
rettangolo.

Chiamiamo volume (con segno) dellaregione solida Vcompresatrail graficodi z =f (x, y) e il rettangolo Ril
valore del limite. Nel caso di funzioni positivel’integrale definisceil volume del solido V:

f=0 = Volume (V) = [[ f(x,y)dxdyA secondadel dominio diintegrazione e dellafunzione
integranda, larisoluzione dell'integrale doppio puo risultare pit o meno facile

Teorema. Una funzione limitata é integrabile sul rettangolo se e soltanto se I'estremo superiore delle
somme inferiori, fra tutte partizioni del rettangolo, e uguale all’estremo inferiore delle somme superiori fra
le partizioni. Tali estremisono a loro volta uguali all'integrale doppio.

Per calcolare gli integrali doppi, cosi come capita per quelli semplici, non si applica praticamente mai la
definizione di somma di Riemann, ma ci si riduce al calcolo di due integrali semplici. Per fare questa
riduzione occorre lanozione di integrazione parziale, operazione che corrisponde alla derivazione parziale.

Data la funzione
f:la,b] x[c,d] > R

integrare parzialmente rispetto a x significa integrare rispetto a y € [c,d] la famiglia delle tracce di f ad
X € [a, b] fissato.
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Teorema

Data una funzione f & continuasuun rettangoloR = [a,b] X [c,d] ;essa & integrabile e I'integrale doppio
e uguale all’integrale iterato:

ff[a'b]x[c'd]f(x, y)dxdy = fab <fcdf(x,y)dy> dx = fcd <Lbf(x,y)dx> dy

Tuttavia, nella maggior parte dei casi, si ha a che fare con dominiin cui lax e/o lay sono compresi tra due
funzioni, cosi come appare schematizzato
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Come appare evidente dai grafici riportati, nei primi due casi, la x & compresa tra due valori costanti, nel
terzo caso, invece, lay € compresa tra due valori costanti. Questa discriminazione & molto importante
perché ci suggerire lavariabilerispetto a cui integrare per prima, cosi come meglio stabilito dalle seguenti
definizioni

Definizione

Unaregione D C R?& dettay—semplice se & compresatrai grafici di due funzioni dellavariabile x, cioé se &
deltipo

D={(x,y) ER*:a<x<b, g1(x) <y < g,(x)}

Quindil’areadi unaregione semplice € datadallaformula:

b
Area (D) = f [g2(x) — g1(x)]dx

Analogamente si definisce unaregione x-semplice.

Perognifunzione f continuasu uninsieme semplice D & integrabile su D, valgono le seguenti formule, dette
formule diriduzionedegliintegrali doppi (o di Fubini):

b 9,(%)

Dy — semplice = ff f(x,y)dxdy = f <f f(x,y)dy) dx
a \’/gi(x)
a ha(x)

D x — semplice = ff f(x, yv)dxdy = f <f flx,y) dx) dy
c hi(x)

Esercizion®2

Si calcoliil seguente integrale
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ﬂ;) (x+ 2y)dxdy

doveD = {(x,y) ER%:0<x<1,0<y<1-x}

Sitratta di un caso molto semplice in cui il dominio D puo essere considerato sianormale rispetto ax sia
normale rispettoay.

Risolviamolo considerando il dominio normalerispetto ax:

1 1-x 1 1
1
ff(x+2y)dxdy=f dxf (x+2y)dy=f [xy+y2](1)_xdx=f (—x+ 1)dx=§
D 0 0 0 0

Esercizion®3

Si calcoliil seguente integrale

y
ffp 1+xy dxdy

conD ={(x,y) ER2:0<x<1,0<y<1}

In questo caso, ho come dominio un rettangolo.
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Pertanto posso scegliere indistintamente diintegrare primarispettoax o ay. Tuttavia, integrando prima
rispettoax, la risoluzione dell’integrale si presenta molto pit agevole:

1 1 1 1
Yy Yy
dxd =fdf dx—f[lo (1 + xy)]5d —flO (1+y)d
—Upl Xy y oyolxy \ 9 Y)loady og yay

Quest’ultimointegrale puo essere risolto per parti:

1 1 1
+1-1
flog(1+y)dy=[ylog(1+y)]é—f X dy = [ylog(1 + )]s — yro— o
0 0

dy =

= [ylog(1 +y) —y +log(1 +y)]5 = 2log2 — 1
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Esercizion®4

Si calcoliil seguente integrale

f f xydxdy
D

2
doveD = {(x,y) ER*:0<x <4<y <2Vx|

4 Xy2
ffxydxdy fdxf xydyzf [T
0

Esercizion®5

=

Si calcoliil seguente integrale
H V1 —y?dxdy
D

dove D e la parte di piano racchiusa dalla circonferenzadi centro(1,0) e raggio 1
La circonferenza haequazione:
(x—1D2+y?=1
da cui siricava:
—1Sy§1;1—\/1——yzSxS1+\/1——y2
Pertanto:

1+1y

ﬂmdxdy fdy-L—1y 1-— ydx—f [xﬂ]1+1yz

31
=f JI=y2(1+ 1—y2—1+\/1—y2)dy=2f (1—y2)dy=2[3’_y?] N
-1 -1 -1

Integrali doppi su domini non semplici

Teorema. Supponiamo che gli insiemi semplici Dy, D5, ..., Dy nonabbiano, a due a due, puntiin comune
oltre ad una parte della frontiera. Allora ognifunzione continua sull’'unione D = D; U D, U ..U D, é
integrabile e si ha:

ffo(X,Y)dxdy = lef(x,y)dxdy+ ...+fD2f(x,y)dxdy

Possiamo usare il Teorema di additivitarispetto al dominio perestenderele nostre capacita di calcoloa
tutte le regioni che non sono necessariamente semplici, ma che possono essere suddivisein un numero

finito di sottoregioni semplici .Tali domini verranno detti semplicemente decomponibili.
4
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v A

=¥

0

=Yy

Esercizion®5
Si calcolil’area dellaregione di pianoindividuata infigura

YA
y=x2+]

y=-I
Ildominio D pud essere visto come unione di tre domini semplici, cosidefiniti:
D; ={(x,y):-1<x<0, —1<y<1+x2},

D, ={(xy:0<x<1 —1<y<—/x

D3={(X,y):OSxS1, \/ES}/S1+x2}

L'area puo essere calcolatasfruttando la proprieta di additivita dell’integrale

Area (D) ﬂ dxdyzj dxdy+J dxdy+j dxdy
D D1 Dz D3

- o . 10
Con semplici caIcoI|5|ott|ene|Ivanre?.

Calcolarei seguentiintegrali nei dominiindicatiin figura

1 ff earctgx T
dxd 2(1l—e 4

SA+x)(VxZ+1-1) Y ( )

2 ﬂ (xZ + 2)dxdy l 2V3+1

Y22+ Va2 tx +3 Iz -1
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3 (3e* +2)(x2 + 2)e* 2e+/3e
2(12 2x x dxdy log——F——
y2(x? 4+ 1)(2e?* +3e* + 1) (e+1)Ve+2
4 x2+x+1 _3 +2log2
dxd 2 og
ff yZ(l B ) g +iarct i
2
5 17
ff x(1 + y2dxdy) 3 8log2
6 J J cosmx - cosmtydxdy —i
3m?
7 ﬂ xeY dod 3l 3 1
ey + 17 27997274
8 Vx? +4 1
~(5v5-8
] 11 5? dxdy 3( )
9 f dxdy 1—1log2
x?+1
10 xe2y 3.,
—(e*-5
ffy — 2dxdy 3 (e )
1 ff Vsin?x + 1dxdy %(2\/5 —1)
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12 'U x(1+y)2dxdy %
13 ., 1
xy(1 +y)*dxdy —
12
14 ff (3eY +2)e¥ docd 1 1 l 27
A - - §+§ 095\6
15 f f dxdy
o .
16 jf dxdy loa3 20 loa2
0g3 ——log
e \/—) - 9
17 dxdy 1 ( n)
I o+ D 1 2)y2 . 22\t 3
18 (2x+ 3)
ff o dxdy .
19

1
————dxd
ﬂ-x%oszy xey




Prof. R. Capone

Corso di studi in Matematica

. R. Esercitazioni di Matematica IV i ii i

1
20 f f — dxdy
xy -
21 ff x(1—y)
dxdy
(1+x)ﬁ(1+y)2 -
22 X
ff (1 +xz>2dXdy -
23 f f iy dy
o -
24 J f dxdy
sin?x - cos?x(2x + 1 — tgx)cos?y -
25 J f dxdy
o -
26 ﬂ cosydxdy
(ZSinx +3_ x— 1) - coshx
27 ff —x+2y
————dxd 3s
) xZ)(l o | - _Z
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ff (x% — y)y/1 — x®dxdy

INES!

28 ] J (2x +logy)y dxd T
o | . |
29 2yV3 —x)3[tgx 5
f f (2y Negx dy :
o -
30 f f x + 2y — settsinhx dd settsinh2
x 2T e
xV1+ x?settsinh?x Y - °Y settsinhl
31 y 3 1 3
JJ 1+xdxdy - Z+Elog§
32 f dxdy 1+log2
o -
33 J J y?dxdy NG
- |
34
9
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3 -U y\/l——yzdxdy - %
36 ff ydxdy T 1 loa?
o - h Og
2
37 ﬂ- e~ %Y - sin(x + y)dxdy % + %(cosaz
- -
T
38 JJ h . Eeg _2
39 ff dxdy 2_7'[
x(?+y+1) 93
40 y
ffx3—4x2+5x—2dxdy ;
4 JJ x?ydxdy
1
2 ———s |
sinx + cosx
43 | Calcolare il volume del solido che giace sotto la funzione f(x,y) = 2x? + 17/70

4y? e sopra la regione del piano (x,y) limitata dalle curve g(x) = x e
h(x) = x?

10
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44 | Calcolare il volume del solido che giace sotto la funzione f(x,y) = 3x2 + 1161/10
9y?2 e sopra la regione del piano (x,y) limitata dalle curve g(x) = 3x e
h(x) = x3
45 | Calcolareil volume del solido che giace sotto lafunzione f(x, y) = x? + 2y? 42752/35
e sopra la regione del piano (x,y) limitata dalle curve g(x) =4x e
h(x) = x?
46 | Calcolare e—1—+e
ff (y —x)eYdxdy
nella porzione di piano contenuta nel primo quadrante, racchiusa tra I’asse
x=0e|erettey=xey=XTJr1
47 | Calcolare n
-H dxdy 8
(c+y)A+x%)
nel dominio esteso al primo quadrante delimitato dalla retta x = 1 e dai
grafici delle funzioniy = e* —xey = e?* — x
48 | Dato il dominio D limitato dalle rette y =1,y = 2,x = 4 e dalla curva di 369 log2
equazione x = y? determinare il seguente integrale: 50 5
+ log8192
ﬂx- logydxdy
49 | Determinare e—2
X 2
ff;eydxdy
nel dominioD = {(x,y) ER*:0<x < 1,x?> <y < x}
50 | Determinare 1 l 7 . 3V3
1 399270
———dxd
.U (x+y+2)? Y
nel dominio D = {(x,y) ER%:0<x<Z,0<y<x]
51 | Determinare 2
ﬂ' X dd 36
x
GT-D2y-D20
dove D = {(x,y) ER%:0<x S%,O <y sz}
52 | Determinare 3 r .1
ff 1 e > \/§+2arcsm3
—dx
V2 +x—x? Y
dove D = {(x,y) € Rzzé <x<10< ny}
53 | Determinare n*+8mr—8
64

ﬂ x?ydxdy

dove l'integrale si intende nel dominio D, parte del piano racchiusa trale

. . . . s s
curve di equazioni y = sinx e y = cosx, per-<x <~

Cambiamento di variabili

Quandoildominio Té un disco, unacorona, un settore circolare, perrisolvere |'integrale doppio, conviene
utilizzare le coordinate polari. In questo modo le regioni corrispondono, attraverso il cambiamento di

variabili T(p, 6) = (pcos@, psinG) a rettangoli del piano p@ detti anche rettangoli polari.

11
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La trasformazione in coordinata polari ha jacobiano:

00, ))| _
2(p, 0)

cos6 —psinb|
sin@  pcos6 =p

Lo jacobiano & dunque unafunzione limitata sui limitati del piano p@ ed e diverso da zero tranne nei punti
con p = 0. La trasformazione & biunivoca, tranne nei punti del piano p8 con p = 0, che vengono tutti
mandati nell’origine del piano xy. Dunque sono soddisfattele ipotesi del Teorema relativo al cambiamento
di variabili nell’integrale.

6=6
\ e=@
\_ | 1
e w oy
Tr 15 - (Fu‘ 9[_,:)
J R !
A S
o
AB y
Nl f
I,
7 / !
7 /r=n
Z r=rig

Teorema

Sia T(p,0) = (pcosh, psind). Sia S c (0, + ) x (0, 27) un aperto misurabile del piano pb e sia
T =T(S).AlloraVF:T — R integrabile su T, vale larelazione

ﬂ;f(x,y)dxdy = ff f(pcosb, psinB)pdpd6
s

x2+y2=4—
X=p cos B
y=p sin @ -
— I
L eyP=1— ‘3
»
x P
Esercizion®6
Si risolva il seguente integrale:
f j X _dxd
—dx
D xz + yZ Y

doveD = {(x,y) € R%:1 < x2+ y2 < 4,x > 0}

Il dominio D pu0 essere rappresentato come segue:

12
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Si puo procedere ad un cambiamento di variabili in coordinate polari:
x = pcosB; y = psinf
Lo Jacobiano vale:

19y |c059 —psinf|

/= a(p,0)| ~ Isind  pcosé =P

Il dominio, rispetto alle nuove variabili sara un rettangolo polare:

J

s
ff ; dxd _ff peost dde_ff od dG—fld J.E 0do = 2
sz +y2 ve y_ Tp2C0529+p25in29p p - TCOS p = A p _72__[COS —

Esercizio n°7

T={(p.0) eRZ1<p<2 —gses

NE!

Si risolva il seguente integrale:

f f xydxdy
D

2
doveD={(x,y)eRZ:l—xZSy231—x:;x20;y20}

Il dominio & rappresentato in figura;

13
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esso puo essere suddiviso in due domini: la parte di piano del primo quadrante racchiusa dalla

2
circonferenza x? + y? = 1, siaesso D, e I’ellisse di equazione ” + y? =1, siaesso D,

ff xydxdyz.ﬂ xydxdy—ff xydxdy
D D Dy

Ildominio D; puo essere trasformato in coordinate polari neldominio Ty

x = pcos@; y = psinf

a(x,y) cos@ —psinf
p,0) sin pcos

CosiTy = {(p,6) ER2:0<p<1,0<0 <7
Ildominio D, puo essere trasformato in coordinate polari neldominio T,
x = 2pcosB; y = psinf

@y
/ ‘|a(p,e> =
Quindi:

2cos6 —psinf|
sin@  pcosO | — P

ff xydxdy = ff 2pcos€psin92pdpd9—ff pcosBpsinBpdpdo
D Ty T1

1 2 1 2 1 I
2 2 2
=f f 4p3sin9c056dpd9—f f p3sinfcosfdpdl = 3f f p3sinfcosOdpdo
0 Jo o Jo 0 Jo

1 13 4l i3
—Ef 3d fzsinZB—E[p—] [—1C0529]2—§
2), PP ), 2[4 | 172 0o 8
Esercizion°8

Si risolva il seguente integrale:

x2 + y2
ff 4 dxdy
p XYy

dove D é il dominioin figura
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Ildominio e compresotra laretta diequazione y = —x + 1 e la circonferenza di raggio 1 e centro I’origine
degli assi, di equazione x? +y2 = 1.

Passando a coordinate polari si ha che la retta assume equazione polare:

1

p sin@ + cos6O
mentre la circonferenza ha equazione polare p = 1.

Il nuovo dominio in coordinate polari sara T:

crleosl L _,c)
{(xy) 6 9_4 "sin@ + cosf ~ sp=

Applicando la formula del cambiamento di variabili si ha:

Vs
x2 +y?2 20526 + 2sinzé? T 1
ﬂ 4 dxdy = f P p j j pdpdb
D Xy T pcosBsing 6 schosG m
[ o= L Jao
"~ Jz sinBcosh| 2 1 = Jz sinBcosd |2 2(sinf + cosh)?
6 sin@+cosf 6
T
3 J'Z 1 (sinf +cosf)2—1 J‘Z 1 2sinfcos0O
"~ Jr sinBcosO 2(sind + cosH)? B % sinfcosO 2(sind + cosh)?
E A A
4 v f4 de _ f4 do
76T (sinf + 6050)2 1 + 2sinfcosf T 1+ sin26
L'ultimo integrale puo essere risolto per sostituzione, ponendo tgf =t; df = 1‘;_;
In definitiva, si ottiene:
Y5
2 de 2—3

1
ﬁ_r 1+sin29=L(1+t)2=[_1+tL= 2
6 N 73

Calcolai seguentiintegrali doppi

1 ff sind(x? + y?)dxdy

S

15
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1(1 T

xy(x?+ y?) 2 Z(=4+Z=
f_f(fg—x f)z)zdxdy 8\10 4
Y —arcth)
2 __ 42 T
3 ﬂ‘ x(x? —y?) dxdy Elogz
1+[(x-D*+ (@ -D??
3 vz
dxdy A
ﬂ 24y 2 %
5 2 2 —log4
,U xyloy(x ty )dxdy +3i2(—65+81log81)
6 Jj dXdy V2(1 — arcsinhl)
7 x2 —y2 D={(x,y) ER:1<x*+y* <40<y<x,
.ﬂx +y2dxdy 0 < x<V3y}
8 JJ dedy ={(x,y)ERZ:%Sx2+y2 S%.
(1+x)? ;
3xSyS0,xSO}
9 ff |y| dxd D={(xy) € R%:1<x?® +y? < 4x,yl S\/gx} %(2_ log2)
(x2 + y2)2 y
10 ff x| +y D={(x,y) ER*:1<x*>+y* <4,y=0} 2
(x? +y?)?
11 1 ={(x,y)€Rz:%Sx2 +y* <1, OSxSy} _ﬁ(ﬁ_z)
'Ux 5 dxdy 16
x“+
12 3+x+ _ 2. 2 2 T, 3
ff x2+y2ydxdy —{(x,y)ER 4 <x*+y*<9, 21092
Lerad
3 x
13 3

D= {(x,y) ER% X2+ Y2 > 1,Z+y2 < 1}

16
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ﬂ- y?dxdy

64

14 y?2 e D={(xy) ER:x* +y* <4,0< y <V3x} %(3J§_4ﬂ)(_4+ log5)
1+x2+y? Xy
15 ff dxdy %—i log(3 + 2\/7)
. - |
75
| ff(xz . . Z(En_ 1)
17 ff dxdy 3-3V3
: -
18 ff arcsin?,/x% + y? dxdy 7—72n(n2 —-mV3-6)
- -
19 >

17
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| ff : % dxdy .
21 " 3.1
f f (;) dxdy 16 2
| f : -
23 b
ff : dxdy -
24

ff XY dxd
y2—4x2xy
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1
25 ff —dxdy
4504”7

26 f f dxdy

ey
27 x% +y?

ff —(xz — yz)zdxdy
28 2 ) 1
x*y dxdy x==2 Fiyr=1 10
y=l+1]
x
y=—x=2 pop—
29 f (x2 + ydxdy) Il dominio & |a parte di corona L o1
yaxay circolare delimitatadax?+ y?=1e 168
x? +y? = 4 compresa fra le rette
y=xy=-—x

30 y 2

ff dxdy y=22 3

y=3-=x
y==x
0 y=1-x

19
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i ﬂ e% dxd %(ez_e)
x2y? xay
32 x? ,
ff—ydxdy A x +y =4
x2+y?
X=y
X
33 x? ,
ﬂ—ydxdy g 1
x2+y? Py = (x—l}z-i-l_);:l

20




