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La derivata

Siano x e y due variabili reali e sia f(x) una funzione che lega la variabile dipendente
y alla variabile indipendente x

UNIMOL

Ingegneria edile

Consideriamo due valori x e x; della
variabile indipendente appartenenti
all'intervallo di definizione e sianoy e
y4 i corrispondentivalori della
variabile dipendente:
y=fx) y1=f(x1)

Chiamiamo anche Ax e Ay gli
incrementi, rispettivamente, della
variabile indipendente e della
variabile dipendente

Ax =x1—x; Ay=y,—Yy
Calcoliamoil rapporto incrementale
Ay/Ax
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Derivata

La derivata

X

Funzione derivabile

UNIMOL

Ingegneria edile

Il significato geometrico del rapporto
incrementale appare evidente dalla figura: se le
unita di misura delle lunghezze sull’asse x e y
sono fra loro uguali, il rapporto incrementale
rappresenta la tangente trigonometrica
dell’angolo che la corda AB forma con l'asse x.
Se considero il limite del rapporto incrementale
per Ax che tende a zero, tale limite & detto
derivata della funzione f(x)

Il significato geometrico della derivata segue
facilmente dal significato geometrico del
rapporto incrementale: quando Ax tende a
zero, il punto B tende a sovrapporsi al punto A
e la corda AB diviene la tangente geometrica
alla curva nel punto A
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La derivata

Il concetto di derivata di ricollega dal punto di vista fisico al concetto di grandezza
istantanea. Ad esempio, per la velocita, si ha:

traiett

UNIMOL

Ingegneria edile

NEn Ar . r(t+At) —r() dr
pE)= i, At ALS0 At Cdt

La velocita istantenea di un punto e quel
vettore che si ottiene derivando il vettore
posizione di quel punto.

Lincremento r(t + At) — r(t) & rappresentato
dalla corda della traiettoria

Al tendere di At a zero, A@ tende a zero e la
direzione della corda corrispondente tende alla
direzione della tangente alla traiettoria nel
punto P.

Dunque il vettore velocita istantanea &
tangente alla traiettoria
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La derivata

Se r = r(t) ha per componentix = x(t),y = y(t),z = z(t), allora la velocita
v = v(t) ha per componentix’(t),y’'(t),z'(t)

Calcolare la velocita istantanea v(t) del punto
materiale la cui legge oraria é:
x = 2t?
y=2t+1
z=0

La velocita ha per componenti:
x'(t) =4t
y'(t) =2
z'(t)=0

Il suo modulo v(t) vale v = V16t2 + 4

Mentre la tangente 6 dell’angolo che la velocita forma con I'asse delle x vale
= e g
tg@ = Vy 2t
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La derivata

Trovare la velocita istantanea di un punto materiale che si muove di moto circolare

uniforme

UNIMOL

Ingegneria edile

Sia R il raggio del cerchio. La legge oraria é:

x = Rcoswt
y = Rsinwt
z=0

Essendo il punto materiale vincolato a
percorrere uan traiettoria fissa, esso ha un
solo grado di liberta. | tre parametri della
sua legge oraria non possono cambiare col
tempo in maniera fra di loro indipendente.
Quadrando e sommando si puo vedere che
esse soddisfano la relazione

X2 +y? = R?
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La derivata

Derivando la legge oraria possiamo ottenere le componenti della velocita:

v, = —wRsinwt
vy = wRcoswt
v, =0

Il modulo della velocita e:

v = Jvf +v)+vi= Jw?R%sin?wt + w2R%cos?wt = wR

)
y v () La velocita v e diretta secondo la tangente alla circonferenza.
® Infattie nulloil prodotto scalarer - v:

—

xvx + yvy, = rcoswt(—wrsinwt) + rsinwt(wrcoswt) = 0

Questa condizione equivale a dire che v € ortogonale a
:

Il vettore r(t) ha modulo costante pari a R. La sua
derivata non e pero nulla.
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l'accelerazione

'accelerazione descrive la rapidita con cui cambia la velocita ed e definita come la
derivata rispetto al tempo della velocita v(t). Le componenti dell’accelerazione possono
essere ottenute per derivazione delle componenti omologhe della velocita:

ax(t) = vye(t) = x""(t) W= cost
ay(t) = vy (t) = y" (t) Iv] = wR
a,(t) = v,(t) = z"(t)

Nel moto circolare, in particolare:
a,(t) = —w?Rcoswt
ay (t) = —w*Rsinwt

a,(t) =0 1

Il modulo dell’accelerazione a = \/agzc + a3 + a2 = w”R & costante.

Poiché le componenti dell’accelerazione a sono proporzionali alle componenti del
vettore posizione r(t), l'accelerazione e parallela a r ma oppostain verso.

In un moto circolare uniforme, I'accelerazione & centripeta e il suo modulo costante

2
v
vale w?R = wv = —
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'accelerazione
A

Possiamo  calcolare  l'accelerazione  facendo  uso ¥ VI(t+ At)
direttamente della definizione: :

_dv_ " Av
= T A0 At

Da considerazioni geometriche si ricava che per At = 0,
anche A8 — 0 ela somma degli angoli alla base, a e
tende a m. Cio implica che per A0 - 0, a = =7/%) _|
Dunque la direzione di Av e di a € perpendicolare a v e
diretta verso il centro.

Per quantoriguarda il modulo dell’accelerazione, si ha:
. |Av| : 2vsin(A6/2)
la| = hmAt—>OA_t = limpz0 AL

Moltiplicando e dividendo per A8

sin(A6/2) AG|  [sin(A6/2)
. ] vAt—>0[

=l =
lal = ”‘m[ A6/2 At 76/2

At—-0

] L“““ V (t + At)

a(t) = —vwt oy SRS

Dunque
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l'accelerazione

Nel caso in cui v si avariabile in direzione e modulo, il calcolo
della sua derivata puo essere fatto facilmente scrivendo il
vettore v come prodotto del suo modulo v(t) peril suo
versore :

Dove t & il versore normale a v (ruotato di t/2 nel sensoin
cui ruotav)

Applicazione al moto circolare
Scriviamo il vettore posizione 7(t) come prodotto del suo
modulo R per il versore 7:
r(t) = R7(t)
Derivando si ottiene la velocita:

_ dR .
v(t) = =t 7(t) + Rwt

Essendo R costante, questa relazione si riduce a:
v(t) = Rwt
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l'accelerazione

Essendo R costante, questarelazione si riduce a:
v(t) = Rwt

y 4 dove

dd d (s)_ lds wv(t)

t) =—=—|—|=— =
- B =% "%\’ "Rar " R
r(tl s (1)
B(t) . Derivando si ottiene l'accelerazione:
7 x PALURE 3" f)—Rdwf+R dE—Rdwf+R °F
=g T RO =Ry Cdr ~ e il

Come si vede l'accelerazione in un moto circolare ha due
componenti, una tangenziale a; e una radiale a, rispettivamente
in modulo pari a:

dw dv > v?
=RE=E a,.=Rw = VPw = —/—

R
In maniera piu compatta, si puo scrivere:

dv dv SL
—=—V4+wXV
dt dt
Nel caso in cui v ha modulo costante, si ha la formula di Poisson:
dv i
— =wWXUV
dt

a¢
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Moti piani (su traiettoria qualsiasi

cerchio osculatore

)

UNIMOL

In un punto qualsiasi della traiettoria & definitala retta tangentet
e la retta normale n.
La velocita, in ogni punto della traiettoria & un vettore puramente
tangenziale e vale

v(t) = U(t)f ~— Versore tangente alla

traiettoria orientato

concordemente al verso di
percorrenza assunto come
positivo sulla traiettoria

L’ accelerazione invece ha componenti sia tangenziale sia
normale:

_dv d n
a=—=2 [v(®) - t(®)]
Sviluppando la derivata, si ha i

B dv\ . dtr 1 L | [ L

a(t) = (E)H_UE: a: + a,
In molte applicazionirisulta utile esprimere la componenti
tangenziale e normale dell’accelerazione in funzione di parametri

locali della traiettoria invece che in funzione delle componenti
cartesiane
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Il cerchio osculatore

cerchio osculatore

P

— Cerchio osculatore

Consideriamoin un punto P della traiettoria, I'insieme delle
circonferenze che sono tangentialla rettatangentet alla
traiettoria. Si tratta di infinite circonferenze di raggi variabili
da 0 a infinito. Tra queste circonferenze ne esiste una che
meglio combacia con la traiettoria data: questo cerchio si
chiama cerchio osculatore alla traiettoria nel punto
considerato. Dalla geometria riusciamo a ricavarne il raggio:
si tratta di un cerchio che ha un punto di contatto triplo con
la traiettoria.

Nel tratto infinitesimo di traiettoriaintorno al punto P e

come se il punto mobile si muovesse su un pezzo di cerchio
osculatore con la velocita tangenzialevin P.

Il moto coincide con un moto circolare su un cerchio di
raggio R pari al raggio del cerchio osculatore (detto raggio di
curvatura della traiettoria in quel punto)

L'accelerazione normale in un punto della traiettoriain cui il
punto mobile abbia velocita v(t) ed in cui il raggio di
curvatura sia R(t) vale dunque
2
%

an=§ﬁ
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Il moto parabolico
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Il moto parabolico

Un punto materiale viene lanciato con velocita vy = 12 m/s da una finestra alta 8 m dal
livello del suolo. Langolo a che |a velocita forma con l'orizzontale € & = 30°. Determinare
la legge oraria, in particolare la distanza y. dalla finestra a cui il sasso cade e dopo quanto
tempo t. dal momento del lancio la caduta a terra ha luogo

z } Durante il suo moto in due dimensioni, il mobile (che
chiameremo per uso comune proiettile) subisce una
accelerazione verso il basso dovuta alla accelerazione

- g di gravita g che ovviamente si mantiene costante in
v‘f[_ —— modulo e diretta verticalmente verso il basso mentre
IR non possiede accelerazione orizzontale. Lungo la
b "\a = 30° h . direzione orizzontale I'accelerazione e nulla e cosi la

o
/C? \ Y"" componente orizzontale della velocita rimane
X

costante durante il moto (si tratta di un moto
uniforme)

Il moto verticale e quello analizzato per il moto di
caduta libera ovvero di un oggetto che si muove
sottoposto ad una accelerazione g costante. Si tratta,
pertanto, di un moto uniformemente accelerato.
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Il moto parabolico

Possiamo cosi schematizzare le leggi del moto:

a, =0
ay=0
a, =—4g

al momento del lancio (t=0) abbiamo le seguenti

) condizioniiniziali per la velocita v e la posizioner:
— f__.-r"f vx(0)=v0x=0 x(O) =x0 =0
Vo __ v, (0) = vgy, = voCOsa y(0) =y, =0
TN v,(0) = vy, = vysina z(0)=2,=8
hm o a . Z 0z 0
: \\_ﬂ- 30 \

/CT \ ;- Ux = C1x

Con le condizioni iniziali, si avra:

v, =0
vy = Vocosa
v, = —gt + vysina
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Il moto parabolico

UNIMOL

X =Cy
= (vocosa)t + cyy,

1
z=-3 —gt? + (vosina)t + ¢4,

Ponendo t=0 e confrontando con le condizioniiniziali,
si ha:
x=0
= (vycosa)t

1
== —gt? + (vosina)t + z,

La equazione della traiettoria si ottiene esprimendo z
in funzione diy, cioe eliminando il tempo t dalla
seconda e dalla terza dele equazioni:

1 y?

=—39 + (tga)y + z,

vicosia

La distanza y (gittata orizzontale) a cui il sasso cade
e quel valore diy corrispondentea z = 0
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Il moto parabolico

Si trova:
2
v 29z
Ve = 2 sinacosa| 1+ |1+ zg%
g vy Sinca

Delle due soluzioni, quella negativa non corrisponde in questo caso ad alcun fenomeno
fisico.
U'istante t, di caduta puo essere inteso come quel tempo t corrispondenteay = y,:

v 29z
te = £ = sinal 1+ 1+2g+02
vocosa g vy Sinca

La massima quota e caratterizzata dal fatto che la tangente alla traiettoria e orizzontale;
ovvero considerando il significato geometrico di derivata, dal fatto che z'(y) = 0

Y
!
Z’(Y)=—9g—5———+tga=0
4 vicosia B
Da cui:
vg .
Ym = —Slnacosa
g
Trovato y,,, si puo ricavare
2ain2
vysin“a
Zopd = z
m g0
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Il moto parabolico

Si noti che l'altezza massima dipende
dall’'angolo di elevazione.

Poiché la funzione seno assume i valori
compresitra0 e 1, non tenendo conto dei
valori negativi, allora il massimo valore
dell’altezza si ottiene quando sinf = 1 cioe
quando 6 = 90°.

Se invece vogliamo trovare I'angolo per il
guale il proiettile colpisce un punto bel
preciso dobbiamo procedere come segue:

Si parte dall’equazione della parabola ovvero dalla legge oraria che descrive il
moto del proiettile (in cui si e tenuto conto che x,=0 e y,=0:
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Il moto parabolico

Paraboja di sicurezza

' K LI U 2 o‘ 2
Tenendo conto dell’identita 020, tg“0, =;_9;_ 29502 y regioneirrangiungibie
Si ha:
| Lr S
Vv=tgd.x—=—(tg"6, +1)
S 2 L

Tt

Posso esplicitare I'espressione cosi ricavata rispettoa 0

-
&

, &2
:':i X+ _1' = = + J" | i) 3 -
i\ ) w1 vy o WY
tgd, = - =—I— |5—x-1-—
. &x° xg x\g g
S

Si noti che I'equazione non ha soluzione quando la quantita sotto radice & negativa

V, | gx

yor—""—
g 2y

Questo significa che i punti del piano al di fuori della curva descritta dall’'equazione non
sono raggiungibili dal proiettile lanciato con quell'angolazione

Ve gx°
y =0 9 :
20 2V
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