R. Capone Analisi Matematica Il Calcolo Integrale

TAVOLA DEGLI INTEGRALI INDEFINITI

Integrazione di funzioni elementari

Integrazione di funzioni composte

[dx=x+c
J.dexzo:ll+c Hf(x)]“-f'(X)defg—i]lmw
j%dx=ln|x|+c I:c'((:(())dX=ln|f(x)|+c
-[1+x2 dx = arctan x+c I1+f;(2x(x) dx = arctan(f (x) + ¢

1 1 X
J'ﬁdx=—arctan—+c
a“+x a a

J.eXdX:eX—Fc J-ef(X)_fl(X)dX:ef(x)_'_C
fx)
& FGo) £ a
X = X d — +
Iadx Ina+c fa £ (x)dx —te

1 ]
I dx =arcsin x+c¢

1-x°

f%dx = arcsin f(x) + ¢

dx =arccosx+c

J‘_ 1

f—%dx = arccos f(x) + ¢

Icosxdx:sin X+C

j f '(x)-cos f (x)dx =sin f (x)+c

Isin XdX =—cosXx+cC

j f'(x)sin f (x)dx = —cos f (x)+c

Jtan xdx =—In|cos x|+¢

J coshxdx = sinhx + ¢

f coshf (x)f'(x)dx = sinhf(x) + ¢

f sinhxdx = coshx + ¢

fsinhf(x)f’(x)dx = coshf(x) +c

dx f'(x)dx
fcoszx =tgxtc o2 f(x) tgf(x) +c
d "x)d
fsin);x = —cotgx + ¢ % = —cotgf(x)+c
d "(x)d
.[cosifzx = tghx +c cgs;);;(z) = tghf(0) +c

GLI INTEGRALI INDEFINITI IMMEDIATI

Calcola i seguenti integrali.

1 (X +2x* —x-2)dx 18 3 4
'[ j(,/l_xz _1+X2de
2 J'(2x3 +X* ~3x—3)dx 19 [x*Nx® ~1dx




R. Capone Analisi Matematica Il Calcolo Integrale

3 J(i _§+ %j dx 20 Ix%/x“ —20dx
X
4 1 1 1 21 7x% —10x* —2x73
s |d
J( x+x x3j X J.2x7—4x5+2x’2+4dx
5 x}—x*—3x-2 22 6x> —12x —6x7*
I x? dx J.x3—3x2+x‘3’+7dx
6 J-2x3+2x2—x—4GIX 23 _[ese”x-cosxdx
X2
7 J. 24 j —e%* sen xdx
\/1 x?
8 25 ex_'_e—x
- dx d
‘[ 2\/1—x2 -[ex—e’X X
9 2 26 _ —2x_ -X
| ~— dx %dx
(x3+l) e~ +e
10 27
J. _[( 1 +ijdx
(x“—l) 2x-1 X+5
11 I(Zex—cosx+§/§)dx 28 J(B 4 Z_LJdX
X+2 X-—
12 x B 29 2x+1
J'(Be sen x W)dx -[4;(:_1(1)(
13 3 30 2
J-4sen x+cosx+sen(3x)dx IX +3x+9dx
3
sen x X’ =27
14 —4.c0s® X+ 2sen X +cos(3x) 31 x®
d dx
COS X X jxll—xg
15 2 5 32 x*
J.[l+ %2 B 1— x2 jdx .[ /1_X10 dx
16 X+1 33 X
J. ° 2x dx I 1+e de
1+5 (x+ex)ln(x+ex)
1 X+
7 32 dx 34 J- 2+ COS X o
1+ 3% (1+2x+senx)In(1+2x+sen x)

L'INTEGRAZIONE PER PARTI

Teorema di integrazione per parti

Se f e g sono due funzioni reali di classe C! nell’intervallo [a,b], si ha:

f F0O g’ @dx = [fx) - gGOIL f F10g(0dx
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Dimostrazione:
pressoché ovvia. Essendo per la regola di derivazione del prodotto di due funzioni:
F-9)' ) =f'(x)glx) +fx)g'(x)

si ha

b b b
f (f - 9) @dx = [f () - gGIL = f F100g()dx + f F() - g'(0)dx

a

da cui I'asserto.
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Es.1
Si calcoli il seguente integrale

X cosxdx

La funzione integranda si presenta come il prodotto di due funzioni. L'integrale si risolve seguendo la
formula dell’integrazione per parti

[ regeadx = £ 660 = [ 160 - 600
Avendo indicato con G(x) una primitiva di g(x) e avendo scelto f(x) come fattore finito e g(x) come

fattore differenziale. Nel nostro caso:

fx s cosxdx = x - sinx — f sinxdx = xsinx + cosx + ¢

Es.2
Si calcoli il seguente integrale

f Vxlogxdx

In questo esercizio, la scelta di logx come fattore finito € obbligata perché non se ne conosce una
primitiva. Pertanto, si ha:

2 4
f\/Elogxdx = gx\/Elogx - §x\/§ +c

Es.3
Si calcoli il seguente integrale

f x-arctgxdx

Anche in questo caso, la scelta di arctgx come fattore finito & obbligata. Si ha:

x2

f oedy = . 1f x? 4 _x2 . 1J‘x2+1—1d 3
x - arctgxdx = —-arctgx — 5 | Tz dx =—-arctgx — 3 T =
2 2

=2 arct 1Uﬁ f ! dx) == aret L tgx) +
= arctgx — 5 X 12 X | = -arctgx 2(x arctgx) + ¢

NB: la scelta del fattore differenziale dipende sostanzialmente da due condizioni; deve essere una funzione
di cui si conosce con semplicita la primitiva; inoltre deve essere tale che il nuovo integrale che compare
dall’applicazione della formula di integrazione per parti sia di difficolta pari o minore a quello di partenza.

Alcuni artifici ed esempi

Es.4
Si calcolino i seguenti integrali

f tgxdx, f cotgxdx

ftcl—fmwd— log|cosx| +
gxdx = | ——dx = —log|cosx| + ¢

J " d_JCOSXd —1 | |+
cotgxax = Sinx X = tog|sinx c

Es.5
Si calcolino i seguenti integrali

f dx f dx J‘ dx
sinx - cosx’ sinx’ cosx

4
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dx dx
fsinx-cosx ftgxcoszx ogltgx| +c
fdx f dx f dx ] |t x|+ ] 1—cosx+
inx P X 7z = logl|tgs|tc=log———+¢
sinx 2sinz cos» Ztgicoszi 2 |sinx|
fdx _f dx _1 |t (x+n)|+ _1 1+sinx+
cosx sin(x+%)_ 09 |td\5+ 73 c = log cosx c

Es.6
Si calcolino i seguenti integrali

J‘ dx f dx

sinhx’ coshx

f dx _Zj dx _Zf e* dy = 2_[ de* —J |1—ex|+
sinhx eX —e % exx — 17 1—(e¥)? 9 yex ™€

f dx ) f dx ) j‘ e* J Zf de* ) .
= —_— = X = ——— = Z2arctge” + ¢
coshx e¥ +e* e?* +1 1+ (e¥)? g

Calcola i seguenti integrali.

1 I(X + 2)sin xdx 16 f x?cosxdx

2 '[(x+3) cos xdx 17 f log(3x + 5)dx

3 IXs | ogxdx 18 sz - e3%dx

4 jx“ | ogxdx 19 fx3 - e~*dx

5 jezx arctg (e ) dx 20 f x?sinxdx

° jxarctg (ijdx 2 f e” + sinxdx
2X

7 J‘3X sin2(2x)dx 22 fex - cos2xdx

8 _[2)( cos’ (3X)dX 23 f cos?(5x + 1)dx

9 flogxdx 24 jx -arctgxdx

10 flogzxdx 25 jmdx

11 fxze"dx 26 fxz “log(x + 2)dx

12 f x - cosxdx 27 f Vxlog3x - dx

13 fsinzxdx 28 J-xlogzxdx

14 Jx-sinxdx 29 Je‘/;dx
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15 f 2 30 f xe*
tg“xdx R
g CESh

L'INTEGRAZIONE DI FUNZIONI RAZIONALI FRATTE

N (X
Per calcolare I'integrale I%dx di una funzione in cui il grado del denominatore sia maggiore del
X
numeratore
si scompone D(x) nel prodotto di fattori irriducibili;

si riscrive la funzione integranda come somma di frazioni semplici aventi come denominatore i
fattori di D(x);

si applicano le regole di integrazione immediata

ax+b A 1 é+_B +—C
ax+b x(x=1)(x=2) | x x-1 x-2
(aX+b)n Ab+ B >+ C s+t N - X2+l A n B + C
ax+b  (ax+b)” (ax+b) (ax+b) (X—1)3 x—1 (X—1)2 (X—1)3
ax’ +bx+c;A<0 Ax+B 2x—1 A +Bx+C
ax’ +bx+c (x+1)(x2+2) X+1 x*+2
f 1 d 2 . 2ax+ b
ax?+bx+c X ‘/_Aarcg V—A
A< O
mx +n p A p B J
— x —
ax?+bx+c fa(x—xl) x+fx—x2 *
A>0
mx+n d P 4
ax?+ bx +c x fa(x—xl) x+_fa(x—x2)2 X
A=0
mx +n R ml 24 p 2an —mb 1 P
ax?+bx+c %oglax +hxtcl+ 2a fax2+bx+c x
A< O
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Se il grado del Denominatore € minore o uguale al grado del Numeratore si procede alla divisione dei due
polinomi

N(X) gy — R(X)
j mdx = j Q(X)dx + j D dx

dove R(x) e Q(x) sono rispettivamente il resto e il quoziente della divisione.

1 J‘ dx 31 3x+1 d
(x—2)° fx2+2x—3 *
2 f 32 f x—17 dx
(x +3)* x2+4x—5
3 dx 33 f dx dx
(x +1)° x2—2x—3
4 f 34 dx
(2x +3)* x?2—3x+2
5 f 35 dx
(3x —1)5 x2—x—6
6 36 dx
f(5x+2)4 fx2+x—2
7 f 2x +3 37 dx
v 2x v 2" x> +5x+6
8 f 3x -1 38 f dx
x2+x+ 1 x2 — 3x
9 J‘ 3x +4 39 f dx
x2+x+2 —4
10 f 5x+1 40 x—1 dx
TN f3x2+7x+2
11 f 3x —2 N 41 f x+1 i
x> +3x+7 6x2 + 7x + 2
12 f 3x +2 dor 42 f xdx
2x2+x+1 2x2—3x+1
13 f Sx—1 dx 43 f
3x2+x+1 4x_
14 f 3x—1 N 44
2x24+2x+5 4x2 — 8x—
15 2x +3 45 f
-— - ax
16 f 46
(1 + x?)? 2x2 — 3x
17 dx 47
(1+x?)3 4x2
18 48
(1+x2)* 9x2 —4
19 dx 49 2x + 11
G2+ 2+ 1)? @+52 "
20 f 50 x—5 dx
(x2+x+2)2 (x — 6)2
21 dx 51 2x — 3 J
(x2 4+ 2x + 5)2 (2x — 5)2 X
22 dx 52 6x — 23 d
(x? 4+ 3x + 5)2 (2x — 7)? X
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23 3x +2 . 53 4x + 7 I
(1 + x?)? (4x + 5)2
24 sx+1 . 54 f2x2+1d
(1 +x%)° x(x2+1) x
25 3x+1 . 55 f (x + 1)
(@ +x2)* x(x2 +3) x
26 f 3x+7 56 3x2+x—2
a9 G+3)a2+2)
27 f x—1 57 xZ2—7x+1
AT Grt+tDOZ—x+3)
28 15x +7 N 58 11x2 —21x + 16
(5x2 + 2x + 1)? (2x— D(Z—3x+4)
29 x+1 59 4x% 4+ 2x — 21
2 5 6 X X
Xt —ox s (4x +3)(x? —2x +3)
30 3x+4 60 x2—6x+7
x2+4+3x+2 x f 2 X
(x —1)(x%2—5x+6)
L'INTEGRAZIONE PER SOSTITUZIONE
X
f R(cosx, sinx, )dx, tg (E) =t
con R funzione razionale X = Zarcétg t
T1+e2
] 2t 1-—1¢2
sinx = m;COSX = 1+ ¢2
e* =
R(e*)dx
,[ € = logt
1
dx = —
t
tgx =t
R(tgx)dx
j (tgx) x = arctgt
d 1
X =
1+ ¢?
j R(Vx)dx Vx=t
x=t
dx = 2t
Integrali del tipo
fR(ex)dx
1 3e?* 4 2e* . 1 R
Jm X log(e +1)+210g(2€ +1)
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2 e L logle® — 1] + —log(3e* + 1)
f3e2x—2eX—1dx 4 09¢ 12 09\>¢
3 e?* +2e*+1 x+2art 2e*+1
f e tertl \3 g V3
4 e?* + 3e* 2
l *+1)—
f(ex+1)2 0g(e ) e*+1
> f dx x—llo [2e* — 1]
2e* — 1 2%9
6 2 +9e*+9 6 2e* +3
f; X 3x — log(e®* + 3e* + 3) + —arctg
e?* +3e* +3 V3 V3
7 e3* + 6e?* + 9¢* 3logle* — 3| — log(e® + 3)
(e —3)(e*+3)
8 11e?* —17e* 4+ 12 8 2e* -3
d 3x + 4log(e?* —3e* +4) + —art
f w_gerya X 9( ) 7T
9

Integrali del tipo

f R(sinx,cosx)dx

1 1
——d
fl — C0SX x
2 2
d
f 1 + sinx — 2cosx x
3 sinx
[
1+ sinx
4 J‘ dx
1+ sinx + cosx
5 f 1+ sinx
1 —sinx
X
6 J‘d—x log |tg— — 1|
sinx —cosx — 1 2
X
7 fd—x log|cotg—+1|
sinx —cosx + 1 2
dx 1 x
8 f - —log |1 — 3cotg —|
1 — cosx — 3sinx
? [ i log |tg 5| ~ 5 1og [2t9 %~ 1|
sinx(2sinx — cosx — 1) 9193 )
10 dx 1+tg5
3(1 + sinx) + cosx log|—%
2+ tgz
11 J‘ 4sinx — 3cosx + 3 ; |t x+3|+1l |2t x+1|
sinx(7sinx + cosx + 5) °91%9 °91%%9
12 2sinx + 11cosx + 11 51 |t +6| 1
(6cosx + sinx + 6)? °91%93 tg +6

Integrali del tipo

. dx dx
sin"x - cos™xdx, - ,
sin"x cos™x

Per n=1 ricorriamo ad una sostituzione con formule parametriche. Per n=2 si ricorre ad artifici.
9
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Es.7

Si risolva il seguente integrale

f dx
sin?xcos?x

dx sin®x + cos®x p dx N dx N
i = i x = - =tgx —cotgx + ¢
sin?xcos’x sin?xcos?x cos?x sinZx 9 9

1 fsinzx - cos®xdx
2 f .3 3
sin’x - cos®xdx
3 f 4 4
sin*x - cos*xdx
4 f 3 n
sin°x - cos™xdx
5 J' n 3
sin™x - cos°xdx
6 f . g n
sin’x - cos™xdx
7 f N 5
sin™x - cos”xdx
8 f . 4
sin“x - cos*xdx
9 f 4 2
sin*x - cos“xdx
10 f dx
sin*x
11 f dx
sin®x
12 f dx
cos*x
13 f dx
cos®x

Alcuni integrali di espressioni trigonometriche si risolvono con formule di ricorrenza
Es. 8
Si calcolino i seguenti integrali

f sin"xdx, f cos"xdx, J. tg"xdx

Vale la seguente formula di ricorrenza di cui si omette la dimostrazione

n—1

fsin”xdx = ——sin" Yxcosx + f sin™ %xdx
n

Analogamente per il secondo e il terzo:
10
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n—1

1
f cos™xdx = —cos™ Lxsinx + f cos™ 2 xdx
n

ftg”xdx =Ltg”_1x—ftg”_2xdx
n—1

Integrali del tipo

La sostituzione da effettuare é:

nlax + b _.
cx+d
che fornisce:
t"d—b n(ad — bo)t™ 1
X =—, x =
a—cth (a — ct™)?

Un caso particolare e dato quando la funzione integranda presenta due o piu radici con indice diverso. Il
guesto caso basta porre uguale a t la radice n-sima di un certo radicando, dove n rappresenta il m.c.m. degli
indici.

Es. 9

Si calcoli il seguente integrale

dx
f Vx+ Vx
Si adopera la sostituzione:
t=/x
che fornisce:
x =1t% dx=6tdt

t3dt

J\/a?cixi/a?:6ft+1

=2t3-3t2+6t—6log(t+1)+c
E quindi:

d 5 6 6
fﬁ:zﬁ—s&mﬁ—elog(uﬁ)ﬂ

11
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1 1 x+1
(x+1)2\/2x+1dx
x+1
1+ 5 ¥1
2 Vx+3
dx
Vx(2x —3vx - 2)
3 Vx+1+2 4
x
\/x+1(6x+5—\/x+1)
4 Vx—6
f S 3 dx
6x3x — 5Vx2 — 7x
5 f Vx +2 p
x
3 +2)Vx+2—-2x—4—3(x+2)?
6 7Vx + 1
[IErL
VE(E - 1)
7 Vvx+3+1 p
x
(x+7)Vx+3+4(x+3)
8 VYx+3
V2 (1 + ¥x)
9 VYx +3
V2 (1 + ¥x)
10 f dx
Vx + Vx
11 f dx
Vx+2-23x+2
12 f Vx -3
" = dx
6x\/_—2\/ﬁ—x
13 3++v2x+5 p
x
V2x +5(4x + 8 —3V2x +5)

12
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14 3[3x+ 1

+3 1

5

. dx
f3 3x + 1\? NETIEAS (5x +2)7
(5x+2) 1+ 5x + 2
Vx+3

15 f dx
Vx(2x — 3vx - 2)

Integrali del tipo

fR(x,\/ax2 +bx+c)dx

Casoa >0
Un integrale del genere si risolve per sostituzione. La sostituzione fa effettuare &

Jax? + bx + ¢ =+a(t — x)

_at’-c 4 _ 2a(at®+ bt + )
" b+ 2at’ T T+ 2a0)?

In questo modo l'integranda si riduce a una funzione della variabile t:

M—\/_<t— ‘C) f(ﬂ)

b + 2at b + 2at

A titolo di esempio:

cona >0

f\/ax2+bx+c'

ammette come soluzione, facilmente verificabile tramite la sostituzione appena vista:

1
m Va

b b
—log x+—+ x2+— x+ +k

16 f _
vx?+x+3
17 dx
Vx2+3x+5
18 dx
Vax?2+x+1
19 dx
Vox2+x+2
20 f\/x2+3dx

13
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21 f dx
2x +Vx%2+3
22 J‘ dx
3x +Vx%2+5
23 f dx
3x+2vVx2+1
24 f dx
x—3vVx2+5
25 dx
Vax2+2-—-1
26 dx
V9x2+4+5-—2
27 dx
Vax2+3-—2
28 dx
V9x2+8—3
29 dx
Vax2+1-—1
30 dx
V9x2 +4—2
Casoa <0

La sostituzione da effettuare in questo caso & la seguente:

Xy — X

=t
X — X

dove x4, x5 sono le soluzioni del polinomio sotto radice, che avra un A> 0.
Dalla sostituzione si ricava:

Xyt xit? 20 — x3)

Y - tdt
1+t2 SNCETDR

1+t2

> Xy + xqt?
vax? +bx+c=(|al—=—————x1 |t =+/la|(x; — x4

A titolo di esempio:

Xy — X

f dx 2 .
= - ar
Vax? +bx +c Vlal g X=X

+k

Come si puo facilmente verificare ammettendo la sostituzione appena vista.

1+ t2

31 f dx
V=x?+x+6

32 dx
v—=x?+x + 20

33 dx
V—x2—-5x—6

14




R. Capone Analisi Matematica Il Calcolo Integrale

34 f dx
V=x?+3x—2
35 dx
V—4x2+8x—3
36 dx
V=9x2+9x —2
37 dx

v—25x2 + 15x — 2

38 (15x — 4)dx
V/—25x2 + 15x — 2

39 J-\/—25x2+15x—2dx
40 f —9x2 4+ 15x — 4 dx
41 f —x2 4 1dx
Altri esempi

Es. 10

Si calcoli il seguente integrale

sintx
3 dx
cos8x

Possiamo procedere per sostituzione di variabile, ponendo

tgx =t, dx = dt
g cos?x
Si ottiene cosi:
j sin’x d j sin*x - sin’x d f tg*x(1 + tg®x) ! d f(t“ +t8) dt
x = x = x x) - x =
cos8x c0s?%x - cos?x * cos?x - cos?x 9 9 cos?x
t7 t° tg’x tg°x
=—+—-+c= + +c
7 5 7 5

NB. La sostituzione tgx = t & possibile ogni volta che I'elemento f(x)dx & invariante rispettoax —» ™ + x
Es. 11

Si calcoli il seguente integrale
f cos®xdx
Tale integrale puod essere considerato un particolare caso di integrali del tipo:

f cos™x dx, con n dispari

15
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fcossxdx = fcos‘*xcosxdx

= f(l — sin®x)?%d(sinx)

sin®x sin3x

= f(l + sin*x — 2sin®x)d(sinx) = sinx + T~ 2 3 +c

Es. 12

Si calcoli il seguente integrale

f cos*xdx

f cos*xdx = f cos3x - cosxdx
Integrando per parti, si ottiene:

f cos3x - cosxdx
= cos3x - sinx + fsinzx - 3cos?xdx = cos3x - sinx + 3 f(coszx — cos*x)dx = cos3x
- sinx + 3 f cos?xdx — 3fcos4xdx

Portando il valore dell’ultimo integrale a primo membro e sfruttando la proprieta di additivita si ha:

4 1 3 : 3 2
cos*xdx = ZCOS xsinx +Z cos“xdx

Essendo poi:
) 1 1 sin2x
cos“xdx == | (1 + cos2x)dx == (x + )
2 2 2
segue che
j‘ by = 3 . 3 N cos3xsinx N
cos®xdx = T-sinZx + gx 2 c

Formula di Newton-Leibnitz o secondo teorema fondamentale del calcolo integrale

Sia f :[a,b] > R una funzione che ammette una primitiva F su [a,b]. Se f & integrabile si ha:

[ 1(0dx=[G(x)] =G(b)-G(a)

a

Tale relazione & detta formula fondamentale del calcolo integrale.

16
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! IZ(XS—X+2)dx [E}
' 4
2 .ff(x3+x—1)dx [%}
3 2
J-4 2X +3dx [15+3In4]
10X
4 33x%+2 [26+2In3]
L » dx
5 z i
J"‘ (sen x—cos x) dx _1_‘5}
0
6 z K
jé (cos x —sen x)dx _1_‘5}
4
’ IZ xe* dx et —1}
’ 2
8 ﬁxzexadx _eT_l}
9 r 2% -3x* 10X +9 ”@Hn?}
-1 X+2 | 3
10 6 X°+2X* —2X+2 213 5
—+3In—=
J.S X—=1 dX L 2 * 2:|
Is — dx .
12 1 -
J'z 2X dx 8—3\/6
0 J1+x 3
13 37 r 7
.[”4 sen x2 dx 72
5 1+2co0s” x 8
14 ﬁ COS X _;z\/?
0 1+2sen®x 8
15 z i
J"‘ (x+1)sen x dx 1_”_‘/E
0 8
16 T :
Ig(x+1)cosxdx ”T?/EJM/E_q

IL CALCOLO DELLE AREE DI SUPERFICI PIANE

Disegna le superfici delimitate dall’asse x e dal grafico delle funzioni seguenti, definite negli intervalli
indicati, poi calcolane I'area.
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1 y=e"+1, [0;2]. [e2+1]
2 y=e*+2, [0;1]. [e+1]
3 y=-x+2x, [-12]. 8]
3.
4 y=-x"-2x, [-2:1]. 8]
3]
5 y=x>—6x’+11x—6, [L3] (1]
2]
6 y=x>-3x*+2x, [0;2]. (1]
2]
7 Determina I'area della regione finita di piano delimitata dalla retta di equazione 2X+2y—9=0 e
2 63
dall’iperbole di equazione Yy = —. [——3| 4}
X 8
8 Determina I'area della regione finita di piano delimitata dalla retta di equazione 2X—2y—9=0 e
2 63
dall’iperbole di equazione Yy = ——. {E —3In 4}
Esercizi di riepilogo sugli integrali
1 J~ 3x-2
9x* —6X +1
2
[Tl
X +8x+18
3
™
4x° —4x+3
4 j X+4
X’ +2x+3
5 Jeianss
X2 +2x+5
6 Jeianss
X2 +2x+5
7 2X+1
j 3 “Zdx
X -1
8 X—3
_[ 5 dx
1-x
9 J 5x* +2x% +4x
3X°+2x° +6x° -3
10 X2+ 2X
| o
X" +4x°+1
11 _
J'3X 1dX
X+ 2
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12 2x-1
j dx
2x+1
13 2x-1
[ ™
X°+2X—24
14 x—7
[T
X —2X-8
15 I X+1
x> —8x+16
tgx
16 f g dx
1 — cosx
17 f 2
dx
3+4x
2
18 fidx
ex+e*
19 f 3\/e2x(ex + 1)dx
20 xcosvVx?+1
—dx
Vx2+1
21 f dx
cosx - sinx
22 f cosx d
cos?x — 2sinx — 3 x
23 f 3+tgx
dx
cosx
x
24 I;dx log|1+tg—|+c
1 + sinx + cosx 2
25 1+ sinx 4
1 - sinx cotgy — 1
3+t X
26 J‘ 9% .. 1 tg5+1
cosx oox + 3log [—%
tgz— 1
27 1 X
—d tgs+c
fl + cosx X 2
28 f 1 tgx
o dx —arctg—+ ¢
1+ cos?x 2 g NG
29 fe3'4xdx _163-436 +c
4
30 x* —3x 1 4
- " 4 3x —x?>+=x3—T7loglx +1| ———+c
fxz +2x+1 x 3 gl |
31 fex(x+1)d log(xe*+1)+c¢
——dx
xe* +1
— T
32 f%dx 46055 +c
sinf
33 f 1 dx —2V4d—x+c
V4 —x
7
34 J sin®xcosx dx su; i
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35 2 4 1
J-mdx E\/garctggx/g(Zx+1)+c
36 s 3 3
Vxlogxdx Exﬁ(éllogx -3)+c
37 x+1 1 2
f o logxdx xlogx — x + Elog x+c
38 1 ,
—dx 1 3 9
f\/4+9x2 510‘9 §x+ Zx2+1 +c
1 9
39 f\/9+x2dx —x x2+9+—log(x+ x2+9)+c
2 2
40 f cos2x dic sinx + cosx + ¢
cosx + sinx
41 f sin2x + sinx dic x + 2sinx + ¢
sinx
42 f 1 arctg(x+2)+c¢
———dx
x?>+4x+5
43 1 1 I3+VxZ+9
———dx —=log |[———| +¢
xVx?+9 3 X
44 1 4 1 |4+V16—«x2
T ——log|———| +¢
xV16 —x 4 x
5 2 1 ] |x -3 x +
f(x2—9)2dx 1299 +3l " 2xz—18" ¢
46 f arccosxdx xarccosx —y/1—x?+¢
47 logx 1
f o dx yr i logx + ¢
3_ .2 1 X
48 fiz +1 dx Exz—x—Zlog(x2 +4)+2arctg2+c
3
49 f loge"zdx % +c
50 2x 2x
e“*cos3xdx EE} (2cos3x + 3sin3x) + ¢
51 J‘3x3+7x2+4x—1
3x2+7x+2
52 f4x3 +4x% —18x + 11
2x%2 4+ 5x —3 x
53 f3x4—10x2+9x—4
= 1) )
54 fx4+2x3+9x2+8x+2
x(x% 4+ 2x+2) x
55 f2x4+x3+7x2+5x+2d
x(x?2+x+2) x
56

fx4+x3+x2+3x+18d
(x+ D22+ 2x+5)2
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