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Introduzione alla geometria analitica dello spazio

Anche lo spazio, come il piano, pu0 essere riferito a un sistema di assi
cartesiani ortogonali, procedendo come segue: si considerano tre rette a due a
due ortogonali, dette asse x, asse y e asse z, tutte e tre passanti per un punto
O, origine del sistema di riferimento; si orientano i tre assi e si considera su di
essi una unita di misura; se l'orientamento € come in fig. 11.1 il sistema di
riferimento si dice destro, mentre se € come in fig. 11.2 si dice sinistro

Figura 11.1 Figura 11.2



Il piano che contiene gli assi x e y € detto piano xy; analogamente il piano che
contiene gli assi x e z € detto piano xz e il piano che contiene gli assiy e z & detto
piano yz (fig. 11.3). | tre piani xy, yz e xz, detti piani coordinati, dividono lo spazio
in otto parti, detti ottanti(gli analoghi dei quadranti nel piano). A ogni punto P
dello spazio & possibile associare una terna ordinata di numeri reali (x,y,z, che
costituiscono le coordinate del punto P(fig. 11.4)
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Distanza tra due punti

Distanza tra due punti nello spazio

Nello spazio, la distanza d tra due punti di coordinate (xy, y1, 21) € (x2, y2, Z2), € espres-
sa dalla formula:

d=\/e - x)’+(p )+ (2 2)



Punto medio di un segmento

‘ PUNTO MEDIO DI UN SEGMENTO NELLO SPAZIO

Il punto medio di un segmento i cui estremi hanno coordinate (xy,y;,2,) e
(X2, V2, Z2), ha coordinate:

(11 +X2 Vit 21—|-Zz)
2 ' 2 ' 2



Vettori nello spazio

A(k ~< V=¢7/'4-bj+C/(.

ax+byt+ecz+d=0

| Equazione del piano passante per un punto, di dato vetiore normale

Il piano passante per il punto Pgy(xp, Yo, Zp) € di vettore normale n'(a, b, c) ha equa-
zione:

alx —xo) +bly —yo) +c(z— 2)=0 [11.2]



=

a. Piano parallelo all’asse z (deve
percio intersecare i piani xz e yz
lungo rette parallele all’asse z).
Tale piano e anche perpendicolare
al piano xy.

¥
/,--ax+cz+d-0

1 ¢
b. Piano parallelo all'asse y (deve € Piano parallelo all’asse x (deve
percio intersecare i piani yze xy ~ Percio inlersecare i piani xy e xz

¥
lungo rette parallele all’asse y). Iungﬂ_rettehparallele all asse_x].
Tale piano e anche perpendicolare Tale piano e anche perpendicolare
al piano xz. al piano yz.
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a. Piano parallelo al piano yz. b. Piano parallelo al piano xz. c. Piano parallelo al piano yz.



Parallelismo tra due piani

Condizione di parallelismo
tra i due piani

ax +by +cz+d-=0
edx+by+cdz+d =0

| due piani sono paralleli se e solo se lo sono
i due vellori normali:

fa,bc)er(d,V,c)
Cio si verilica se e solo se esisle k = R Lale che:
a—=kd,b=kb, c=kd

owvero, se d, b/, ' # 0, quando:




Perpendicolarita tra due piani

Condizione di perpendicolarita
tra i due piani

ax + by +cz+d-0
edxtbyi+dz+d -0

A

x

| due piani sono perpendicolari se e solo se lo
sono i due vellori normali:

fia,bc)er(d,b,c)
Cio si verifica se e solo se risulta:
— 7

n-n =0

da cui la condizione:

ad +bb + o’ =0




Posizione reciproca tra due piani

Piani paralleli distinti

v

Piani secanti

Piani paralleli coincidenti

/

Il sistema

{ax—i—b}-‘—l—cz—l—d—[]
dx+by+cdz+d =0

non ammelle soluzioni.

Il sistera

ax+by+cz+d=0
{ﬂ’x+b’y+c’z+d‘_n

ammelte infinite soluzioni, tutle
appartenenti a una medesima retla.

Il sistema

{mc+by+cz+d—ﬂ
adx+by+cdz+d =0

e verilicalo da ogni Lerna ordinala
(x, ¥, ) che soddisfa la prima
equazione (o la seconda).




Equazione della retta nello spazio

A
—_ % .
Pt PoP=tv contc R
Fy P »
PoP(x — x0,¥ — Vo, Z — Zp) e t- v =(ta,th,tc)
X Xp=ta X=2xg | at
e y-yo=th = <{y=yotbt
zzp=1c z=21p | ct

‘ EQUAZIONI PARAMETRICHE DI UNA RETTA NELLO SPAZIO
La retta passante per il punto Py(xq, Vo, Zy) € di vettore direzione v'(a,b,c) ha
equazioni parametriche:

X=Xxp|at
y=yo i bt [11.5]
Z=1Zptcd



Equazione della retta nello spazio

Se i numeri a, b, c sono diversi da zero, possiamo eliminare il parametro t e
ottenere le equazioni cartesiane della retta:

X—Xop V=Yoo Z—4

a b '




Posizione reciproca di due rette nello spazio

Relle sghembe Relle incidenti
s

r -
I due vetton diresone di r ed s non sono | due vetton diresione di r ed s non sono
paralleli e le due rette non hanno punti in paralleli e le due rette hanno un solo punto in
comune (ovvero il sisterna formato dalle loro | comune (ovwero il setema formato dalle loro
erjuarioni & impossibike). equazioni ha una e una sola solugone).
Rette parallele distinte Retle parallele coincidenti
I due vetton diresdone di r ed s sono paralleli | | due vettori direzione di r ed s sono paralleli
e le due retle non hanno punti m comune o dascun punto di r appartiene a s, ovwero il
{ovvero il sistema formato dalle loro siskerna formato dalle loro equasioni &
eqquarioni ¢ impaossibile). indetermmato.




Parallelismo e perpendicolarita tra retta e piano

Condizione di parallelismo tra:
= un piano di equarione

ax+ by +cxr4+d=0

& una retta di vettore diresone

¥ (I, m, n)

La retta ¢ parallela al piano se e solo se il
vettore g, b, c) nomale al piano &
perpendicolare al vettore diresone

v (1, m, n) della retta.

Me seque la condizione:

n-v=0

da cur:

g+ mb+nc=0




Parallelismo e perpendicolarita tra retta e piano

Condizione di perpendicolarita tra;
» un piano di equagione

ax + by 4+ cr4+d=10

« una retta di vettore dircaone

v(l,m,n)

La retta & perpendicolare al piano se e solo
se il vettore diresione ¥, m, n) della retta &
parallelo al vettore n'{a, b, ¢} normale al
piana. Cio si verifica se e solo se esiste k © R
tale che:

.|'=-‘.‘|J,J'.I'T=k.b,ﬂ=kl‘.

ovvero, se o, b, ¢ # 0, quanda:



Posizione reciproca tra retta e piano

Retta parallela al piano

Retta incidente il piano

/

r
P

Retta che giace sul piano

Il veltore normale al piano

¢ perpendicolare al vellore direzione
della retla e inoltre piano e retta non
hanno punti in comune

(ovvero il sisterma lormalo dalle loro
equazioni & impossibile).

Il vettore normale al piano non
¢ perpendicolare al vettore direzione
della retla.

Il vettore normale al piano

e perpendicolare al vellore direzione
della retla e tutli i punti della retla
appartengono al piano

(ovvero il sistema formalto dalle loro
equazioni & indeterminalo).




Distanza di un punto da un piano

| Distanza di un punto da un piano

Dato il piano di equazione ax | by | ¢z | d =0 e un punto P(xo, Yo, 20), la distanza
del punto dal piano (fig. 11.12) e uguale a:

laxo + byo + czo |+ d|
va2 + b+ c2

(11.7]

/

ZT Py =)

distanza di Pda r/
4 /? y
Figura 11.12 %




Distanza di un punto da una retta

distanza da calcolare
taPelarettar

+ aeil piano passante per P
e perpendicolare alla retta r

La distanza di P dalla retta r € uguale alla distanza tra P e H, essendo H il punto
d’intersezione della retta r con il piano passante per P e perpendicolare ar.



ESERCIZIO Guidato

Determiniamo la distanza del punto P(2, —1, 5) dalla retta r di equazioni

x= -3+ 3t
{y:—Zt

Z=2+ 4t

e Scriviamo lI’equazione del piano « per P perpendicolare alla retta r

La retta r ha come vettore direzione v'(3, —2, 4).
Il piano passante per P e perpendicolare alla retta r deve avere come vettore nor-
male v, dunque la sua equazione ¢:

3x—2)-2(y+1)+4(z—-5)=0
ossia:

3x -2y +4z—-28 =0



ESERCIZIO guidato

¢ Determiniamo il punto d’intersezione H della retta r con il piano
Dobbiamo risolvere il sistema:

x=—-3+ 3t
y=—2t
z =2+ 4t

3x -2y +4z-28 =0

Sostituendo nell’equazione del piano le espressioni di x, y e z fornite dalle equa-
zioni parametriche della retta, otteniamo l'equazione risolvente nell’incognita f:

3(-3431) - 2(-2t) +4(2+4t) - 28=0=>1~—1

Sostituendo infine nelle equazioni parametriche della retta il valore t = 1, otte-
niamo le coordinate di H:

x=-3+3-1
{y: ~-2.1 = H(0, -2, 6)
z=2+4-1



ESERCIZIO guidato

Scrivi equasdone del piano passante per i tre punti A(1, 0, 2), B0, 1, 3), C(0, 0, 3).

o L'equadione generale del piano ax + by + cx + d = 0 dipende apparentemente da quattro parametrd, a, b, ¢ ¢ d, ma in
realti i parametri esserdali sono solo tre. In guesto caso, per esempio, certamente d # 0 (perché il piano dato non
prud passare per Vorigine); dividendo i due membn dell’equagione per d, otteniamo Fogquasione:

v} b c
EI+E}"+EI+] =1}
Ossia, |1-:1-nl;:n~r.ln:1-E =, E = g, L — rsi otticne:
o o d

px+gy+re+1=0

Per determinare Pequasione del piano & sufficiente percio determinare i tre parameetri p, g ed r.

o Imponendo che i punti A, B e C appartengono al piano di cquasione poe+ gy + e+ 1 = 08 ottiene il sistemac

pPH2r+1=0
g+3Ir+1=0
Ir+1=0

1 1
da cui p = —5 = i) r= -3 COra puoi facilmente concluderne. x+z—3=10]



ESERCIZIO guidato

Scrivi le equazioni parametriche della retta passante per il punto P(3, 1, 3), perpendicolare e incidente alla retta r

x=5+2
di equazioni ¢ y — 1 — I
z=6+3t

e Considera sulla retta r un generico punto Q(5 +2t, 1 — t, 6 + 3f), con t € R, e imponi che il vettore PQ sia perpendico-
lare al vettore direzione della retta r.

e Risolvi l'equazione in t che ne scaturisce e determina il punto () corrispondente al valore di f trovato.

¢ La retta cercata e quella che passa per i due punti P e Q. 3

14

1 13
x=3+—=ky=14+—%k 2=3+ k
i 14



ESERCIZIO guidato

x=1+24 x=1+k
Verifica che le due rette di equazioni parametriche { y =1 -1 e y — 2k  sono sghembe.
z=1 z=—-k

e Per verificare che le due rette sono sghembe devi verificare che non sono parallele e che non hanno punti d'intersezio-

ne.
¢ Per verificare che non sono parallele € sufficiente verificare che non sono paralleli i loro vettori direzione.

¢ Per verificare che non hanno punti in comune, devi verificare che il sistema seguente e impossibile:

14+26=1+k
1—t— 2k ]
t =k

A tale scopo puoi ricavare [ e k da due delle tre equazioni del sistema [*] e poi verificare che i valori di f e k trovati non
soddisfano I'equazione rimanente.



