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Forme differenziali lineari in tre variabili

Sia Qc R® un insieme aperto e siano A4,B,C: — R funzioni continue in . Consideriamo la forma
differenziale win 2

w = A(x,y,z)dx + B(x,y,z)dy + C(x,y,z)dz

Si dice che la forma differenziale & integrabile in {2 o che essa e un differenziale esatto in {2 quando esiste
una funzione f(x,y, z) continua in {2 la quale, in ogni punto di 2 abbia come differenziale totale la forma
A(x,y,z)dx + B(x,y,z)dy + C(x,y,z)dz, tale cioé che sia:

df = A(x,y,z)dx + B(x,y,z)dy + C(x,y,z)dz
ossia

df—A( ) df—B( ) df—C( )
dx - x;y,Z ) dy_ x'y;Z ) dZ - x;y:Z .

Ogni funzione f(x,y, z) che soddisfi le condizioni sopra scritte si chiama una primitiva o un integrale della
forma differenziale.

Vale il seguente teorema

Se le funzioni A(x,y,z), B(x,y,z), C(x,y,z) sono funzioni continue assieme alle derivate parziali

0A 0A 0B 0B ac ac
ay’ oz’ ox’ 0z’ ox’ dy

nel parallelepipedo T:
T:a<x<bc<y<de<z<f

allora condizione necessaria e sufficiente affinché I'espressione differenziale sia un differenziale esatto e
che si abbia:

0A 0B 04 _oC oB _aC
dy odx' 09z odx' 9z dy

In tal caso l'integrale indefinito della dorma differenziale e dato dalla formula:

x y z
flx,y,2z) = fA(x,y,z)dx+ fB(x,y,z)dy+ fC(x,y,z)dz+c
Xo Yo Zo

dove (xg, Yo, Zo) € un punto arbitrario di T e ¢ una costante arbitraria
Teorema

La formula

b
f Ax@®), y(@®),z(0))x' () + B (x(), y(©), z(£))y' (t) + C(x(1), y(t), 2(t) )z’ (t))dt
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non dipende dalla parametrizzazione della curva orientata semplice e regolare ¥y ma dipendono
dall’orientazione della curva stessa.

Nel caso di una curve orientata, semplice regolare y, poiché y si pud considerare come 'unione di curve

regolariyq, Y2, .-, ¥n, l'integrale della forma differenziale esiste anche in questo caso e si ha:

fa):fa)+f a)+---+fw
14 14 14 Yn

Nel fare gli integrali curvilinei delle forme differenziali occorre prestare molta attenzione all’orientamento

1 2

della curva. Per questo motivo, gli integrali curvilinei delle forme differenziali sono detti integrali orientati.
ES. 1

Riconoscere che la forma differenziale

w(x,y,z) = (ny + )dx + (x% + 2yz)dy + (y* + arctgx)dz
e un differenziale esatto e calcolare il suo integrale indefinito
Il problema dell’integrazione si puo porre in tutto lo spazio. Nel nostro caso é:

A(x,y,z) = 2xy+——; B(x,y,z) =x*+2yz;, C(x,v,z) =y?+ arctgx

T+ x2’

Si constata facilmente che risulta:

dA 0B _
ay ax X
0A oaCc 1
0z dx 1+x2
c’)B_c?C_2
9z dy y

Quindi la forma differenziale & esatta.

Per trovare l'integrale si procede come segue:

X

fx,y,2) :I(ny+ 1T« dx+J(x +2yz)dy+](y + arctgx)dz + ¢ = x*y + zarctgx + y*z + ¢
0

Cambiamento di variabili negli integrali doppi

Spesso conviene esprimere un Dominio D rispetto a cui calcoliamo un integrale doppio delle variabili x e v,
attraverso un nuovo dominio T, sfruttando eventuali simmetrie sia del dominio di integrazione che della
funzione integranda.

Un cambiamento di variabili & una funzione
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T:(u,v) € R? — (x(u,v),y(u,v)) € R?
Consideriamo una funzione T, lineare dal piano uv al piano xy:
ul\ _ [au+bv] _ ,[U _[a b
T([v])_[cu+dv]_A[v]' A_[c d]
Per via della linearita, T trasforma parallelogrammi del piano uv in altri parallelogrammi del piano xy.

Vi € un rapporto costante tra I'area di un parallelogramma S e quella della sua immagine T(S), il cui fattore
di proporzionalita € il modulo del determinante della matrice associata A:

Area(T(S)) = detA - Area(S)

Cosa succede se S non € un parallelogramma? Dato che una funzione lineare manda parallelogrammi in
parallelogrammi, allora manda poligoni in poligoni, mantenendo il medesimo fattore di proporzionalita fra
I’area del poligono e quello della sua immagine. In particolare, manda poligoni inclusi in S in poligoni inclusi
in T(S) e ugualmente per quelli contenenti S, che hanno immagine contenente T(S). Percid possiamo
concludere in base alla definizione di misura secondo Peano—Jordan che la

relazione di proporzionalita fra I'area di un insieme e quella della sua immagine vale per tutti gli insiemi
dotati di area.

Definizione

Se T é una funzione lineare, allora, per ogni insieme S, misurabile secondo Peano Jordan, si ha
Area(T(S)) = det(J7) - Area(S)

dove | = A é la matrice associata, nonché la matrice jacobiana di T.

La matrice jacobiana della funzione

T:(u,v) € R? — (x(u,v),y(u,v)) € R?

Oox Ox

_|ou ov

]T(u' 17) - a_y a_y
Ju 0Jv

Teorema del cambiamento di variabili

Se T: A € R? > R? & una trasformazione diclasse C1, T(u,v) = (x(u, v), y(u, v) che sia:
» biunivoca da un aperto misurabile S del piano uv in un aperto misurabile T = T(S) del piano xy;
» Con jacobiano sempre non nullo e limitato

(una trasformazione che gode di queste proprieta si chiama anche diffeomorfismo)

Allora, Vf:T — R integrabile suT, vale la formula:
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a(x,y)
d(u,v)

JJ f(x,y)dxdy = ﬂ;f(x(u, v), y(u, v)

|dudv

Esercizio n°2

Calcolare I'integrale doppio:

ff cos(x +y)-e* Ydxdy
D
Essendo D il dominio definito dalle limitazioni:
14
|x + yl <2 lx—yl<1

Si puo effettuare un cambiamento di variabili

x+y=ux—-y=v

ad 34

Al dominio D, corrisponde nel piano (u,v) il dominio T definito dalle limitazioni:

ul <=, vl <1
ul < > v| <
Il determinante funzionale vale:
1 1
2 2f__1
J=11 1|73
2 2

Si ha quindi:

T
1 12 1 1
ff cos(x +y)-e* Ydxdy = —ff cosu - e’dudv = —f cosuduf eldv=e——
D 2 )y 2 s -1 e
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Relazione tra integrale doppio e integrale curvilineo (formule di Gauss-Green) nel piano
Definizione

Se D & un dominio limitato in R?, la cui frontiera dD sia una curva di Jordan regolare a tratti, si dice che D
€ orientata positivamente se e orientata in senso antiorario e si denotera col simbolo +dD

Le formule di Gauss-Green sono applicabili quando I'insieme di integrazione & un dominio regolare. Esse
permettono di calcolare un integrale doppio attraverso un integrale curvilineo di una forma differenziale
lineare esteso alla frontiera di A.

L'uso di tali formule € molto utile quando il dominio di integrazione (regolare) & dato in rappresentazione
parametrica.

Dato l'integrale doppio

.U f(x,y)dxdy
A
occorre determinare una funzione F(x,y) tale che, in A, si abbia:
y) = JdF
feoy) = ox
oppure
y) = JdF
f x'y - ay

La funzione F(x,y) puo essere calcolata come:

Flx,y) = f faydx e F(uy)= f £ y)dy

In base alle formule di Gauss-Green, si ha:

0
ff —Fdxdy=f F(x,y)dy
40x +0A

0
—Fdxdy = —f F(x,y)dx
-UA 0x +04

Lemma

Sia D un dominio semplice (o normale) rispetto agliassi e F(x,y) = P(x,y) + Q(x,y) un campo vettoriale
definito dalla chiusura di D di classe C?:

SeD = {(x, y) ER*:a<x<b, p;(x)<y< (pz(x)} con @4 (x) e @, (x) regolari a tratti, allora

ﬂ Pydxdy = — dex
D

+0D
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SeD ={(x,y) ER*c <y <d, P;(¥) <x <Py(¥)} con 1 (y) e P, (y) regolari a tratti, allora

| exxdy = | aay

D +0D

Esercizio n°3

Determinare il seguente integrale

f J- xydxdy
A

dove A é il dominio rappresentato in figura

Svolgiamo l'integrale senza le formule di Gauss-Green

Utilizziamo la trasformazione in coordinate polari:

=1 6
{x + peos 0<p<1,0<0<m

y = psin

1 ,m 1 T 1 T
ff xydxdy :f f (1 + pcosO)psinbpdpdd =f pzdpf sinfdo +f p3dpf sinfcos0dl =
A 0 Y0 0 0 0 0

,03 1 1 p4 1 x 2
= [—] [—cosH]’OT+—[—] f sin26d6 = =
3], 2[4],J, 3

Calcoliamo lo stesso integrale facendo uso delle formule di Gauss-Green:

2
X
F(x'}’) = ff(x,y)dx = fxydx = }/7
Allora
xz xZ xz
f F(x,y)dy=f y7dy=f y7dy+f Yo dy
+0A +0A Y1 V2
dove
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(x= 1+ cost
Y2:1 y =sint

Yy

Lungo y; 'integrale € evidentemente nullo.

tdt = 2
costat = =

x? T (1 + cost)?sint
f yzdy = f 2
V2 0

Esercizio n°4

Calcolare il seguente integrale:

ffu(xz +y%) dxdy

dove D = {(x,y) ER:0<x<1,x><y<ux}

Calcoliamo l'integrale doppio senza usare le formule di Gauss-Green. Si ha che:

1 x 1 x
ff (x2+y2)dxdy=.szdxdy+ffy2dxdy=f xzdxf dy+f dxf yidy =
D D D 0 x? 0 x?
1 1[,,31* 1 1/,3 6
x3 x
=f xz(x—xz)dx+f [y_] =f (x3—x4)dx+f (———)dx=
0 o131z Jo o\3 3

[x“’ xS]l [x4 71" 3
=|— — — +|——— = —
4 5 0 12 210 35
Con le formule di Gauss-Green:

3

F(x,y) = ff(x,y)dx = f(xz +y3)dx = x?+xy2

Allora si ha:

x3 x3 x3
j F(x,y)dy =f (—+xy2> dy = J <—+xy2) dy—f <—+xy2>dy
+0A +0A 3 Y1 3 Y2 3

dove y; e ¥y, hanno rappresentazioni parametriche:
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K
y:"zll
5"")1:1
x=t 7
|£% {y — 2 0<t<1 nd/
.{x=t 0<t<1i S ;
V2! y = t =t = 1 x

Si noti che y, ha verso di percorrenza opposto a quello richiesto.

Calcolando separatamente gli integrali lungo le due curve si ha:
x3 L/es Lt 44
— 2)dy = —+ 5 2tdt:2f —+t8)dt =—
jy(3+xy>y fo<3+ ) ,\37 105
1
x3 L/¢3 1
f <—+xy2>dy=f (—+t3)dt ==
v, \ 3 o \3 3
In definitiva

jx3+ 2\ 4 fx3+ 2\ gy 4 _1_3
LA\B T )T A\ T )Y T 105 73735

Possiamo adoperare I'altra formula di Gauss indistintamente, ottenendo lo stesso risultato:

3
Feoy) = [ Fouydr = [ + vy =2+ x2y

Segue che:
y® y®
—f F(x,y)dx=—f (—+x2y>dx+f <—+x2y>dx
+0A Y1 3 Y2 3
3 1 6
Y2 _f P D
L<3+x y)dx— | (t +3 dt_105
1
3 1 /43
Yy .2 _ v _1
L<3 +x y>dx—f0 <3+t>dt—3
2
In definitiva:

fF( y f<y3+2>d+f<y3+2>d 26 1_3
- x,y)dx = — —+x%y |dx —txlyldx=———=+=-=—
+04 v\ 3 o\ 3 105 3 35




