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Equazioni differenziali

Definizione 1

Si chiama equazione differenziale un tipo particolare di equazione funzionale, nella
quale la funzione incognita compare insieme ad alcune sue derivate, ossia
un’equazione nella quale, oltre alle normali operazioni algebriche e trascendenti, &
ammessa l'operazione di derivazione.

Definizione 2
Si dice ordine di un’equazione differenziale il massimo ordine di derivazione che in
essa compare.

Definizione 3
Si chiama soluzione di un’equazione differenziale di ordine n una funzione di classe C"
su un opportuno insieme che verifichi l'equazione stessa.
Se ad esempio scriviamo l'equazione in formanormale, ossia come

n _ ) n—1

Y=y, y)

ey = y(x) € unasua soluzione, la relazione

n — ) n-—1
deve essere un’identita.
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Definizione 4
Chiamiamo integrale generale dell’equazione differenziale una soluzione della forma

y=fx)+k,

y =kf(x),
dalla quale si ottengono tutte le soluzioni particolari con la semplice attribuzione di
un valore particolare alla costante arbitraria k.

oppure

Spesso non si e interessati all’intera famiglia di soluzioni di un’equazione
differenziale, ma si desidera ottenere una soluzione particolare.
In questo caso si deve formulare un problema di Cauchy, ossia una coppia di
equazioniriguardantila funzione incognita, del tipo

{y’ = f(x,y)

y(x0) = ¥o

la cui soluzione pu0 essere trovata, ad esempio, scegliendo il valore della costante
arbitraria per il quale la soluzione espressa in forma di integrale generale della prima
equazione verifica anche la seconda equazione.
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Il problema che si pone e se un problema di Cauchy ammetta soluzione e, quando
guesto succeda, se tale soluzione sia unica.

Teorema di esistenza e unicita in grande
Sia f : [a,b]xR—R continua eplipschitziana rispetto ad y in R, uniformemente
rispetto a x in [a,b]. Allora, comunque scelto il punto (x,,V,) in [a, b]xR esiste una
ed una sola funzione y:[a,b] R, differenziabile con continuita e soluzione del
problema di Cauchy, ossia tale che
{y’(x) = f(x,y(x))
y(x0) = Yo

Una funzione reale di variabilereale, f: A—>R si

dice lipschizianain A se
3k € R:Vxq, x5 € A | f(x1) — f(x)| < klxq — x5
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La definizione di funzione lipschitziana e di facile interpretazione. Infatti, fissati i punti
X,€ X,, con ad esempio x;<x,, larelazione riportatasignifica che

flx) —k(xy; —x1) < f(xp) < fxq) + k(x, — xq1)

Se osserviamo il disegno sotto riportato, il significato di questa relazione e che f(x,) deve
trovarsi nella parte di piano delimitata dalle due semirette, di coefficiente angolare k e
-k.

Questo ci da dunque un'informazione sull'incremento che la funzione puo subire nel
passaggio da x,a x,, controllato dallincremento subito dalle due rette e che quindi non e
compatibile con variazioni troppo brusche (quali ad esempio si verificano in
corrispondenza di punti a tangente verticale).

L'incremento della funzione e controllato,
attraverso un coefficiente k, da quello della y
ed esiste una costante k che vale per ogni
punto x di [a,b].

L) R E—




Equazioni differenziali

Il teorema di esistenza e unicita per un problema di Cauchy dimostra che la soluzione
esiste ed e localmente unica, se f rispetta opportune ipotesi. E sempre possibile ridurre un
problema diordine n ad un sistema di equazioni differenzialiordinarie, ovvero di ordine 1

Il teorema di esistenza e unicita per un problema di Cauchy (teorema di Picard-Lindel6f)
garantisce |'esistenza di un'unica soluzione in un certo intervallo contenente se ty e fe la
sua derivata parziale df/dy sono continue in una regione contenente t, e y, . La
dimostrazione di questo teorema si basa sulla riformulazione del problema in
una equazione integrale. L'integrale puo essere considerato un operatore che "mappa" una
funzione in un'altra, in modo tale che la soluzione sia un punto fisso dell'operatore. In
seguito si utilizza il teorema delle contrazioni per dimostrare come esista un unico punto
fisso, che e la soluzione del problema ai valori iniziali.
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Esiste anche una dimostrazione piu vecchia del teorema di Picard-Lindel6f, che si
basa sulla costruzione di una sequenza di funzioni che convergono alla soluzione
dell'equazione integrale, e quindi alla soluzione del problema ai valori iniziali. Tale
costruzione viene talvolta chiamata "metodo di Picard" o "metodo ad
approssimazioni successive". Questa versione e sostanzialmente un caso particolare
del teorema delle contrazioni.

In alcuni casi, la funzione f non & di classe C!, o nemmeno lipschitziana, di
conseguenza non e assicurata |'esistenza locale di un'unica soluzione. Il teorema di
esistenza di Peano assicura che anche per f semplicemente continua, |I'esistenza delle
soluzioni e garantitalocalmente;il problema e che non esiste garanzia dell'unicita.
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Teorema di esistenza e unicita in *

Dimostrazione

* Esistenza di almeno una soluzione:

Il problema di Cauchy
{y’(x) = f(x,y(x))
y(xo) = ¥o

e equivalenteall’equazioneintegrale

y(x) =yo + ] f(ty(0))dt

Allora, detto C I'insieme delle funzioni y(x) continuein [a,b] e tali che y(xy) = y,, si
consideri la trasformazione

T:y(x) € C -y, +j f(&,y(0)de

Si tratta di una trasformazione di Cin C e una funzione y(x) € una soluzione
dell’lequazioneintegrale sse soddisfa alla condizione

T(y(x)) = y(x)

quindié un elemento unito per la trasformazione T ‘
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Costruiamoci, servendoci di T, una successione di funzioni continue in [a,b],
uniformemente convergente ad una funzione che dimostreremo essere un elemento
unito perT.

Sia

X

y1(x) =T(o) =yo + f f(t, yo)dt
v2(x) =T(y1) = yo +j f(t,y,(t))dt

Yn(x) =T (Yn-1) = Yo +j (@t yn_1(0))dt

Per costruzione y,,(x), Vn € N & continuain [a,b] e tale che y,,(xg) = y,
Per dimostrare che (y,(x)),eny converge uniformemente in [a,b] proviamo la
convergenza uniforme della serie

z (Vn (x) — Yn-1(x))

maggiorandola con una serie numerica convergente
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dove

X
|y () — ¥l < j |f(t,yoldt < M|x — x,

X
M=£%ymml
X X X
|y2(x)—y1(x>|sj If(t,yl(t)—f(t,yo)ldtsf |y1<t)—yo|dtsuvzj It — xoldt
X X X0

0

|x — xq|?

= |y, (x) —y1 (x)| < ML

dove L e detta costante di Lipschitz dif.
Cosi proseguendo si ha:

lys3(x) — y2 (x)| < f,:i)|f(t»yZ(t) — f&,y1(@)ldt < f;coLWz(t) -y (Dldt <
M2 [l gy = 2 b

0 2 !
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. |x — x0|n+1
|b— a|n+1
= [Vn+1(x) =y ()] < ML" T D]

Poiché la serie numerica
_ a|n+1

MLnlb
Z (n+1)!

e convergente; allorala serie
z(Yn+1(x) — Yn(x))
n

e uniformemente convergentein [a,b].



4
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Detto y(x) il limite uniforme della successione (y,(x))neny dimostriamo che

T(y(x)) = y(x)

» y(x) & continua in [a,b] perché il limite uniforme di una successione di funzioni
continue

» y(xo) = yoperché Vn € N = y,(xo) = ¥o
> lim f(x, yo(x)) = f(x, y(x)) uniformemente, infatti
n

|f(x' yn(x) — f(xr }’(x))| < Llyn(x) — y(x)l
Ne segue che dallarelazione

Y () = yo + f £t vy (O)dt

Passando al limite per n, si ha:

v =30 + [ FlLy®)de =TGM)
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Unicita

Se ¢(x) e un’altra soluzione del problema di Cauchy e:

o) = yo+ | F(to®)de

Dimostriamo che ¢ (x) = y(x),Vx € [a, b]

() — y1 ()] < f £(6, 0(®) — £ (&, yo)|dt < j Llg(8) — yoldt < KLIx — xo

Xo
dove

K= r[g%clcp(t) — Yol

00 = y2 () < [ |F(t.0(®) = FE&, )] dt < [ Lio(D) = yy (D)l de <
[ 12Kt = xoldt < 12 %ol
Cosi proseguendo, si ha:
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9Ge) = 1 ()] < LK 0 < i P

b—al®
ZL”K' I
n!
n

e convergente allorala successione

Poiché la serie

|b — al™

LK
n!

e infinitesima e quindi
@(x) =limy, (x) = y(x)



Teorema di esistenza e unicita in “

Teorema
Sia f una funzione definita e continua nel rettangolo R = [a,b] X [c,d]; se f &
lipschitziana rispetto a y, per ogni punto Py(xq, V) tale che y, si ainterno a [c,d] esiste
una e una sola soluzione del problema di Cauchy

{y’ = f(xy)

y(x0) =¥
definita in un intorno xy a valori in un intorno di y, e gli estremi della curva integrale
appartengono allafrontieradi R

Dimostrazione
Detto ¢ il prolungamento di f su S = [a, b] X [c, d] continuo e lipschitziano rispetto a
y, per il teorema di esistenza e unicita in grande, esiste una ed una sola soluzione
definitain [a,b] del problema

{;v’ = @(xy)

y(x0) =y

Poiché y(x) & continua in [a,b] e y(xy) = y, con yy € Ic, d] esiste un intervallo chiuso
contenente x tale che

c<yx)<d
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Se prendiamo la restrizione di y a tale intorno, sia y;, si ha:

yi(x0) = o

{y,’(x) = ¢(x, )’I(X)) — f(x, y;(x)) Vx €1

e quindi y; e soluzione del problema di Cauchydi partenza.

E possibile determinare un intorno massimale (rispetto alla relazione di inclusione) in
cui valgono le relazioniappena scritte.

Considero l'insieme H di tutti gli intervalli | chiusi contenuti in [a, b] del tipo
[x0, xo + h] taliche c < y(x) < d.

Sia b’ I'estremo superiore dei puntixy + h alvariaredi I = [xg,xo + h] in H.

Analogamente considero I'insieme K di tutti gli intervalli J chiusi contenuti in [a, b] del
tipo [xg — k, xo] taliche c < y(x) < d.
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Sia a’ I'estremo inferiore dei puntixy — k al variaredi] = [xq — k, xo] in K.

Vx € [a’,b'] & c < y(x) < d e quindi:

y' = @(x,y(x)) = f(x,y(x)),‘v’x € [a’, b’]
Gli estremi del grafico di y(x) appartengono alla frontiera di R.

Infatti, se potessimo prendere un y(b") interno all'intervallo |c,d| esisterebbe un
intorno destro di b’ in cui y(x) < d e quindi b’ non sarebbe I'estremo superiore dei
punti del tipo x, + h taliche

c<ylx)<d



