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1. Grandezze scalari e vettoriali
Tra le grandezze fisiche ve ne sono alcune che sono espresse 
solo da un valore numerico, accompagnato da un’unità di mi-
sura. Queste grandezze sono dette scalari.

Grandezza scalare
Una grandezza scalare è una grandezza fisica espressa da un numero 
accompagnato da un’unità di misura.

Esempi di grandezze scalari sono la massa di un oggetto, il vo-
lume di un recipiente, la durata di un evento, la densità di un 
materiale, la temperatura di un corpo.
Talvolta, invece, un numero non è sufficiente a descrivere una 
grandezza fisica ed è necessario associare a esso anche una di-
rezione. Ad esempio, supponiamo di essere in una città che 
non conosciamo e di voler andare in biblioteca.
Chiediamo a un passante: «Sa dov’è la biblioteca?» Se il passan-
te risponde «Sì, si trova a mezzo kilometro da qui» non ci è di 
grande aiuto, perché la biblioteca potrebbe essere in qualsiasi 
punto di una circonferenza di raggio 0,5 km, come mostrato in 
figura 1. Per conoscere esattamente dove è situata la biblioteca, 
abbiamo bisogno di una risposta del tipo: “Sì, la biblioteca è a 
mezzo kilometro a nord-ovest da qui.” Conoscendo la distanza 
e la direzione, sappiamo esattamente dove è situata la bibliote-
ca. Lo spostamento dalla nostra posizione iniziale al punto in 
cui si trova la biblioteca è una grandezza fisica determinata non 
solo dalla distanza percorsa, ma anche dalla direzione (nord-
ovest) e dal verso del movimento. In figura 1 lo spostamento 
è rappresentato da una freccia che punta nella direzione e nel 
verso del moto e la cui lunghezza, che chiameremo modulo o 
intensità (0,5 km, in questo caso), rappresenta la distanza in 
linea d’aria tra la posizione iniziale e la biblioteca. Lo sposta-
mento è un esempio di grandezza vettoriale.

Grandezza vettoriale
Una grandezza vettoriale è una grandezza fisica rappresentata mate-
maticamente da un vettore.
Un vettore è un ente matematico definito da un modulo (che è un 
numero non negativo), una direzione e un verso.

In generale, una grandezza fisica specificata da un modulo, che 
è un numero non negativo con un’unità di misura, da una dire-
zione e da un verso è detta grandezza vettoriale.
Nell’esempio precedente abbiamo incontrato il vettore sposta-

Figura 1 - Spostamento: distanza, dire-
zione e verso
Se sappiamo che la biblioteca è a 0,5 km
a nord-ovest da noi, conosciamo
esattamente la sua posizione. Il vettore
rappresenta lo spostamento dalla
nostra posizione iniziale alla biblioteca.
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mento. Altre grandezze vettoriali sono, ad esempio, la velocità 
e l’accelerazione di un oggetto, e le forze, cui è dedicato questo 
capitolo.
Per rappresentare graficamente un vettore useremo una frec-
cia, come in figura 1. Il simbolo di un vettore sarà una lette-
ra (maiuscola o minuscola) in corsivo con una piccola freccia 
sopra. La stessa lettera senza freccia indicherà il modulo del 
vettore. Ad esempio, in figura 1 il vettore spostamento dalla 
posizione iniziale alla biblioteca è contrassegnato dal simbolo 
s e il suo modulo è s = 0,5 km.

Prime nozioni di calcolo vettoriale

I vettori sono elementi astratti che possono però essere rappre-
sentati nel piano e nello spazio attraverso segmenti orientati 
la cui lunghezza e direzione sono proporzionali a quelle dei 
vettori rappresentati.
Scelta un’unità di misura, ad ogni segmento [AB] si può asso-
ciare un numero reale non negativo AB, la misura della lun-
ghezza di [AB], che rappresenta il modulo o intensità del vet-
tore.
Il passo successivo consiste nel definire un segmento orientato 
come quel segmento di estremi A e B nel quale si sia assegnato 
un ordine e quindi si possa distinguere un punto iniziale ed 
uno finale. A tal fine si sceglie il simbolo AB convenendo di 
considerare A come il punto iniziale e B come quello finale. 
Graficamente ciò si esprime tramite una freccia che parte da A 
e giunge in B.
Il simbolo BA individua il segmento orientato opposto ad AB 
e si pone BA = AB. La (misura della) lunghezza di entrambi è 
ancora la medesima, AB = BA, e risulta un numero positivo se 
A ≠ B mentre è nulla se A = B.
A questi nuovi enti si possono in modo del tutto naturale 
estendere i concetti di parallelismo e perpendicolarità. In par-
ticolare AB risulta parallelo ad una retta r se lo sono le rette r 
e la retta AB cioè  r // AB. Così i segmenti orientati AB e CD 
si dicono collineari (o paralleli, AB // CD) se esiste una linea 
retta r alla quale entrambi risultano paralleli.
Due segmenti orientati possono avere  lo stesso verso oppure   
verso opposto.
Un segmento orientato AB può quindi essere posto in corri-
spondenza con un altro segmento orientato CD per mezzo 
della sua:

1. lunghezza;
2. collinearità;
3. verso;
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Pertanto sull’insieme dei segmenti orientati del piano è possi-
bile definire una relazione che associ AB con CD se e solo se:

AB // CD
AB ^^ CD
AB = CD

Tale relazione prende il nome di relazione di equipollenza.
La definizione di vettore si basa sulla costruzione di una nuova 
algebra diversa da quella dei numeri (che viene utilizzata per 
le grandezze scalari) nella quale vengono definite le operazioni 
che coinvolgono questa nuova entità.
Alla base di tutto sta la definizione di vettore come insieme di 
tutti i segmenti orientati dotati della stessa lunghezza, direzio-
ne e verso. Per questa ragione si dice che i vettori si possono 
trasportare nello spazio rimanendo paralleli a se stessi.

Un vettore nel piano (o nello spazio) è definito come l’insieme di tut-
ti i segmenti orientati equipollenti, ossia di tutti i segmenti orientati 
aventi la medesima direzione, verso e lunghezza.

Quando poi si passa dalla matematica alla fisica si scopre che 
esistono vettori che si possono tranquillamente spostare (vet-
tori non applicati) e vettori che invece non si possono traspor-
tare (vettori applicati).
Avere dato una rappresentazione del vettore non è però suffi-
ciente a definirlo; fanno parte integrante della definizione an-
che le operazioni tra vettori. In altri termini saremo autorizzati 
ad affermare che una certa grandezza fisica definita operativa-
mente è un vettore se tale grandezza, oltre che essere dotata di 
una direzione verso e intensità, si comporta nella sovrapposi-
zione fisica rispettando le regole di calcolo del calcolo vetto-
riale.

2. Operazioni con i vettori

Somma di vettori

Curiosando in una vecchia cassa in soffitta trovi la mappa di 
un tesoro. La mappa dice che, per localizzare il tesoro, devi 
partire dall’albero di magnolia che si trova in cortile, fare 5 
passi verso nord e poi 3 verso est. Se questi due spostamenti 
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sono rappresentati dai vettori A e B in figura 2, lo spostamento 
totale dall’albero al tesoro è dato dal vettore C. Diciamo che è 
il vettore somma di A e B e scriviamo:

C A B= +
r r r

In generale i vettori si sommano graficamente secondo la se-
guente regola (il cosiddetto metodo punta-coda):

Somma di due vettori (metodo punta-coda)
Per sommare i vettori A e B, si dispone la coda di B sulla punta di A: 
la somma C = A + B è il vettore che va dalla coda di A alla punta di B.

Per applicare il metodo punta-coda è necessario spostare i 
vettori. Questa operazione non comporta alcun problema se i 
vettori vengono spostati parallelamente a se stessi, senza mo-
dificarne la lunghezza e il verso. Rette parallele rappresentano 
infatti la stessa direzione e, poiché un vettore è definito solo 
dal suo modulo, dalla sua direzione e dal suo verso, se que-
sti non cambiano, non cambia neanche il vettore. Ad esempio, 
nella figura 3 tutte le frecce hanno la stessa lunghezza e la stes-
sa direzione orientata e quindi rappresentano lo stesso vettore, 
anche se sono collocate in punti diversi.

Nel caso particolare in cui si sommano due vettori che hanno 
uguale direzione, il vettore somma ha la stessa direzione. Per 
ciò che riguarda il suo modulo e il suo verso, la regola è la se-
guente:
• se i due vettori hanno versi uguali (figura 4a), il vettore som-

ma ha come modulo la somma dei moduli dei due vettori e 
lo stesso verso;

• se i due vettori hanno verso opposto (figura 4b), il vettore 
somma ha come modulo la differenza dei moduli dei due 

Figura 2 - Somma di due vettori
Per andare dall’albero di magnolia al 
tesoro, devi prima fare 5 passi verso 
nord (A) e poi 3 passi verso est (B). Lo 
spostamento totale dall’albero al tesoro è 
la somma degli spostamenti A e B , cioè 
C = A + B.
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vettori e come verso quello del vettore che ha modulo mag-
giore.

Consideriamo ora i due vettori A e B in figura 4a e il loro vet-
tore somma� C = A + B ottenuto con il metodo punta-coda. Se 
spostiamo parallelamente a se stessa la freccia che rappresenta 
B in modo che la sua coda coincida con quella di A, troviamo 
che C è la diagonale del parallelogramma che ha come lati A 
e B (figura 4b). Abbiamo scoperto così un altro metodo per 
costruire la somma di due vettori, noto come regola del paral-
lelogramma:

Somma di due vettori (regola del parallelogramma)
Per sommare i vettori A e B si fanno coincidere le loro code e si dise-
gna il parallelogramma che ha i due vettori come lati: la somma C = 
A + B è la diagonale di questo parallelogramma.

Se i vettori da sommare sono più di due, basta estendere i me-
todi di addizione che abbiamo appena descritto. Ad esempio, 
disponendo tutti i vettori secondo il metodo punta-coda, il 
vettore somma è quello che va dalla coda del primo vettore alla 
punta dell’ultimo, come mostrato in figura 5a. Oppure, usando 
la regola del parallelogramma, si sommano dapprima due vet-
tori qualunque, poi si somma il vettore risultante con il vettore 
successivo, e così via (figura 5b).

Figura 3 - Somma di vettori
aventi la stessa direzione
a) I due vettori hanno verso uguale.
b) I due vettori hanno verso opposto.

Figura 4 - Regola del parallelogramma
Il vettore somma  �C = A + B ottenuto con 
il metodo punta-coda (a) oppure, facen-
do coincidere la coda di B con quella di 
A, mediante la regola del parallelogram-
ma (b).

Figura 5 - Somma di più vettori
Il vettore somma D = A + B + C ottenuto 
con il metodo punta-coda (a) e con la 
regola del parallelogramma (b).
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Differenza di vettori

Vediamo ora come si sottraggono i vettori. Vogliamo determi-
nare il vettore D differenza di due vettori A e B, cioè:

D = A - B

dove A e B, ad esempio, sono i vettori rappresentati in figura 6.
Possiamo scrivere nel modo seguente:

D = A + (-B)

cioè come somma di A e -B, dove il vettore -B è il vettore op-
posto di B.
L’ opposto di un vettore è rappresentato da una freccia della 
stessa lunghezza del vettore originale, ma orientata nel verso 
opposto.
Il vettore B e il suo opposto -B sono mostrati in figura 6. Per 
sottrarre B da A, cioè per calcolare il vettore D = A - B, basta 
ribaltare il verso di B e sommare il vettore così ottenuto ad A, 
come indicato in figura. La regola generale è la seguente:

Differenza di due vettori
Per sottrarre un vettore B da un vettore A, si costruisce il vettore -B, 
l’opposto di B: la differenza D = A - B è la somma di A e -B.

Prodotto di un vettore per uno scalare

Un’altra operazione che può essere effettuata su un vettore è la 
sua moltiplicazione per un numero. Come mostrato in figura 
8, ad esempio, moltiplicando un vettore per 3 si aumenta di un 
fattore 3 il suo modulo, ma non si cambiano direzione e verso; 
moltiplicando il vettore per -3, invece, si aumenta il suo modu-
lo di un fattore 3 e si inverte il verso del vettore.
La regola generale è la seguente:

Prodotto di un vettore per un numero
Moltiplicando un vettore per un numero, la direzione del vettore
non cambia, il suo modulo viene moltiplicato per il valore assoluto
di quel numero e il verso rimane lo stesso se il numero è positivo,
mentre si inverte se il numero è negativo.

Figura 6 - Sottrazione di vettori
Costruzione grafica che permette
di determinare il vettore  D = A - B come 
somma del vettore e del vettore A oppo-
sto di B.



8 © Roberto Capone 2011

I vettori
2. Componenti cartesiane di un 
vettore

Scomposizione di un vettore lungo due rette 
qualsiasi

Capita talvolta di dover scomporre un vettore lungo due rette 
assegnate, cioè di dover trovare due vettori diretti lungo queste 
rette e la cui somma sia uguale al vettore dato. Per fare questo 
si ricorre alla regola del parallelogramma. Il procedimento è 
illustrato in figura 9.

Se A è il vettore da scomporre lungo le rette r1 ed r2, comincia-
mo con il porre la sua coda nel punto di intersezione di r1 ed 
r2, quindi tracciamo le parallele a r1 ed r2 passanti per la punta 
di A. Si forma così un parallelogramma,
i cui due lati orientati a partire dalla coda di A rappresentano i 
vettori cercati, cioè i vettori A1 e A2 che hanno come somma A.

Scomposizione di un vettore lungo gli assi car-
tesiani

Di particolare importanza è la scomposizione di un vettore 
lungo i due assi perpendicolari di un sistema di coordinate 
cartesiane. Scegliamo un’origine, O, e un verso positivo per 
l’asse x (asse delle ascisse) e per l’asse y (asse delle ordinate), 
come mostrato in figura 10. Ponendo la coda di un vettore A 
nell’origine e disegnando le parallele agli assi x e y, si trovano 
due vettori perpendicolari Ax e Ay la cui somma è A:

x yA A A= +
r r r

Le componenti cartesiane del vettore sono le lunghezze Ax e 
Ay, alle quali è attribuito un segno positivo o negativo a secon-

Figura 7 - Scomposizione di un vettore 
lungo due rette
a) Per scomporre il vettore A lungo le
rette r1 ed r2 si pone la coda di A nel
punto di intersezione delle rette.
b) Si tracciano le parallele a r1 ed r2
passanti per la punta di A. I due lati
orientati A1 e A2 del parallelogramma
sono i vettori, diretti rispettivamente
lungo r1 ed r2, la cui somma è A.

Figura 8 - Componenti cartesiani di un 
vettore
Scomposizione del vettore A nei due 
vettori perpendicolari Ax e Ay diretti 
lungo gli assi di un sistema di coordinate 
cartesiane.
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da che i vettori Ax e Ay siano diretti nel verso positivo o nel 
verso negativo degli assi x e y, rispettivamente. La situazione è 
illustrata in figura 11.

Le componenti Ax e Ay possono essere calcolate a partire dal 
modulo e dalla direzione di A.
La direzione di A è individuata dall’angolo θ che il vettore for-
ma con l’asse delle ascisse. Per ottenere una relazione tra θ e 
le componenti cartesiane di A dobbiamo introdurre due fun-
zioni matematiche molto importanti: il seno e il coseno di un 
angolo.
Facendo riferimento al generico triangolo rettangolo di figura 
12, il seno e il coseno sono definiti come segue:

Seno e coseno di un angolo θ
Il seno dell’angolo θ è dato dal rapporto tra il cateto opposto all’an-
golo e l’ipotenusa:

bsen
c

θ =

Il coseno dell’angolo θ è dato dal rapporto tra il cateto adiacente 
all’angolo e l’ipotenusa:

cos a
c

θ =

Da qui si trova che il cateto b è uguale al prodotto dell’ipotenu-
sa c per il seno dell’angolo opposto:

b = c sen θ

mentre il cateto a è uguale al prodotto dell’ipotenusa c per il 
coseno dell’angolo opposto:

a = c cos θ

Figura 8 - Vettori con componenti di 
diverso segno
a) Ax e Ay puntano entrambi nel verso
positivo, quindi Ax > 0 e Ay > 0.
b) Ax punta nel verso negativo dell’asse
x, quindi Ax < 0.

Figura 9
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Applicando queste relazioni al triangolo rettangolo di figura 
10, che ha come cateti Ax e Ay e come ipotenusa A, si possono 
scrivere le componenti del vettore A in funzione del suo mo-
dulo e dell’angolo θ:

Ax = A cos θ	 Ay = A sen θ

Vediamo ora come si risolve il problema inverso, cioè come si 
calcola il modulo del vettore A e l’angolo θ che identifica la sua 
direzione conoscendo le componenti cartesiane Ax e Ay.
Il modulo del vettore A si ottiene applicando il teorema di Pi-
tagora al triangolo rettangolo di figura 13:

2 2
x yA A A= +

Per determinare θ, usando le relazioni date sopra scriviamo 
dapprima il coseno e il seno di θ:

cos xA
A

θ =
	

yA
sen

A
θ =

e poi calcoliamo le funzioni inverse del coseno e del seno (in-
dicate, rispettivamente, con cos-1 e sen-1):

1cos xA
A

θ −  =  
  	

1 yA
sen

A
θ −  
=  

 

Queste formule significano che θ è l’angolo il cui coseno vale 
Ax/A e il cui seno vale Ay/A.
Non approfondiremo la matematica delle funzioni cos-1 e sen-1. 
Ci basterà sapere che possiamo determinare i loro valori con la 
nostra calcolatrice tascabile.

Somma vettoriale per componenti

La convenienza della rappresentazione cartesiana dei vettori 
sta nel fatto che usando le componenti cartesiane diventa piut-
tosto facile sommare i vettori. Per sommare due o più vettori, 
infatti, basta semplicemente sommare le loro componenti.
Il metodo è illustrato in figura 11.
Se C è la somma di A e B, cioè  �C = A + B, le componenti car-
tesiane di C sono date da:

Figura 10 - Seno e coseno di un angolo
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Cx  = Ax � + Bx
Cy  = Ay � + By

e per calcolare il modulo di C si applica la fomula:

2 2
x yC C C= +

Prodotto di un vettore per uno scalare

Dato uno scalare k (numero reale) e un vettore a è possibile 
definire una nuova operazione tale da associare a questi due 
un altro vettore. Vale la seguente definizione:

La moltiplicazione ka (o ak) di un vettore a con il numero reale k è 
un vettore b = ka, collineare ad a, di modulo k a, e verso coincidente 
con quello di a se k > 0, opposto a quello di a se k < 0.
Nel caso che sia k = 0 o a = 0 il vettore b = 0.

Prodotto scalare tra due vettori

Dati due vettori a e b e indicato con α l’angolo formato tra essi, 
si chiama prodotto scalare (dot product) il numero c così de-
finito:

cosc a b ab α= ⋅ =

Figura 11 - Somma di vettori mediante 
le componenti
a) Le componenti x e y di A e di B .
b) Le componenti x e y di C. Notiamo 
che Cx = Ax +� Bx e Cy = Ay +� By.
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Poiché moltiplicare per il coseno equivale a trovare la compo-
nente di un vettore lungo la retta rispetto a cui viene misurato 
l’angolo potremo anche scrivere che:

b ac a b a b ab= ⋅ = =

Se conosciamo la rappresentazione cartesiana dei vettori pos-
siamo anche definire il prodotto cartesiano nel modo seguente:

Siano:

kajaiaa zyx
ˆˆˆ ++=

kbjbibb zyx
ˆˆˆ ++=

due vettori dello spazio espressi nella loro decomposizione cartesia-
na.
Dicesi prodotto scalare di due vettori a e b, la somma dei prodotti 
delle componenti omonime (e quindi relative agli stessi assi):

zzyyxx babababa ++=×

Dimostrazione:

Basta osservare che, indicati con α e β gli angoli formati dai 
due vettori con l’asse x, l’angolo tra essi è β – α, a ∙ b = a b cos(β 
– α) = a b (cosβ cosα + sinβ sinα) = axbx + ayby.
La dimostrazione si può svolgere elegantemente anche sfrut-
tando le proprietà dei versori e ciò equivale a dimostrare in-
direttamente anche la formula del coseno della differenza (la-
sciamo la dimostrazione come esercizio).

Altre proprietà del prodotto scalare:

•	 Proprietà commutativa a ∙ b = b ∙ a 
In effetti scambiando i due vettori si passa dall’angolo α 
all’angolo –α e il valore del coseno rimane lo stesso

•	 Ortogonalità a ∙ b = 0 ∙ α = 90° 
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Infatti, quando l’angolo vale 90°, il coseno vale 0

•	 ˆ0 0 90
ˆ0 90 180

a b ab
a b ab
⋅ > ⇔ < < °
⋅ < ⇔ ° < < °

•	 Moltiplicazione per uno scalare k 
associativa k(a ∙ b) = (k ∙ a) ∙ b = a ∙ (k ∙ b)

•	 Versori 
i ∙ j = 0 
i ∙ i = j ∙ j = 1

•	 Distributiva 
c ∙ (a + b) = (c ∙ a ) + (c ∙ b)

 
La dimostrazione di questa proprietà si basa sul fatto che nella 
somma vettoriale si sommano algebricamente le componenti 
e la lasciamo e per esercizio al lettore che utilizzerà l’immagine 
qui a lato.

Il prodotto vettoriale

Il prodotto vettoriale tra due o più vettori ci fornisce, al con-
trario del prodotto scalare, un nuovo vettore di cui dobbiamo 
caratterizzarne il modulo, la direzione e il verso.
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Dati due vettori a e b e indicato con α l’angolo formato tra essi, 
si chiama prodotto vettoriale il vettore che ha per modulo il 
numero c così definito:

c = a × b = a b sin α

Per definire completamente il prodotto vettoriale, tuttavia, è 
necessario stabilire anche la direzione e il verso del nuovo vet-
tore che si ottiene moltiplicando vettorialmente i vettori a e b.
Cominciamo col dire che i due vettori a e b individuano un 
piano. Assegnare una direzione in questo piano o in un piano 
ad esso parallelo riesce problematico mentre è immediato as-
sociare a π una direzione ad esso perpendicolare: difatti tutte 
le rette perpendicolari a π possiedono la medesima direzione, 
univocamente determinata appena sono dati i due vettori.
Conveniamo quindi di assegnare a a × b la direzione perpen-
dicolare al piano individuato dai due vettori, in tal modo si ha:

( )
( )
a b a
a b b
× ⊥
× ⊥

Si tratta ora di determinare il verso. A prima vista si potrebbe 
pensare di utilizzare le nozioni di rotazione oraria e antiora-
ria: per esempio, il verso di a × b potrebbe essere uscente dal 
piano dei due vettori se la rotazione che porta il primo vetto-
re a a sovrapporsi al secondo b attraverso l’angolo minore di 
180° risultasse antioraria, o viceversa. Una tale convenzione 
non sarebbe comunque soddisfacente in quanto la nozione di 
rotazione oraria e antioraria dipende dal punto di osservazio-
ne: difatti se si osserva la rotazione da punti appartenenti a 
ciascuno dei due semispazi formati dal piano π, si ottengono 
risultati opposti.
Prendiamo invece una comune vite avvitata su una sottile ta-
vola di legno. Questa, solo se ruotata in un certo modo avanza, 
mentre per estrarla la si deve ruotare nel verso opposto. Un 
tale comportamento rimane immutato se si guarda dall’altro 
lato della tavola: ancora per farla avanzare nello stesso verso di 
prima bisogna ruotarla nello stesso modo.
Un tale oggetto quindi permette di associare univocamente ad 
un verso di rotazione un verso di avanzamento. Poiché comun-
que esistono viti (poche) che si comportano diversamente (le 
prime si dicono destrorse, queste ultime sinistrorse), conviene 
rifarci ad un oggetto che, per ora esiste solo nella versione “de-
strorsa” ed è noto a tutti: il cavatappi.
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Possiamo quindi in definitiva proporre la regola per il verso di 
a × b:

a × b possiede il verso di avanzamento di un cavatappi fatto ruotare 
concordemente alla rotazione che sovrappone il primo vettore a sul 
secondo b, attraverso l’angolo convesso α < 180°.

Le conseguenze di una tale posizione sono immediate: osser-
vando la figura risulta evidente che (a × b)↑↓ (b × a) e quindi 
che i due vettori possiedono versi opposti. Se quindi assegnia-
mo ad essi lo stesso modulo l’operazione che stiamo definendo 
e che chiameremo prodotto vettoriale risulterebbe anticom-
mutativa ossia tale che a × b = - b × a.
Ci chiediamo ora quale sia la la decomposizione cartesiana di 
a × b: i vettori a e b siano espressi dalle:

ˆˆ ˆa
ˆˆ ˆb

x y z

x y z

a i a j a k

b i b j b k

= + +

= + +

Come già detto, la risposta ad una tale domanda presuppo-
ne conoscenze di goniometria non ancora acquisite, pertanto 
l’espressione che ne risulta verrà data senza dimostrazione: il 
prodotto vettoriale in termini delle componenti cartesiane di a 
e b, si esprime comunque come:

( ) ( ) ( ) ˆˆ ˆ
y z z y z x x z x y y xc a b a b a b i a b a b j a b a b k= × = − + − + −

per cui le componenti di c sono:
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x y z z y

y z x x z

z x y y x

c a b a b
c a b a b
c a b a b

= −

= −

= −

Una tale espressione risulta difficile da memorizzare per cui si 
ricorre ad una scrittura formale alternativa, detta determinan-
te e del tipo:

x y z

x y z

i j k
c a a a

b b b
=

Da cui le componenti si ottengono sviluppando il determinan-
te rispetto agli elementi della prima riga:

  y z x yx z
x y z

y z x yx z

a a a aa a
c c c

b b b bb b
= = − =

Abbiamo già accennato a una proprietà del prodotto vettoria-
le, la proprietà anticommutativa:

a × b = - b × a

Altre proprietà di cui gode il prodotto vettoriale sono:

•	 Proprietà associativa rispetto al fattore scalare 
( ) ( ) ( ) R a b a b a bα α α α∀ ∈ ⋅ × = ⋅ × = × ⋅

•	 Proprietà distributiva rispetto alla somma vettoriale 
( ) ( ) ( )a b c a b a c× + = × + ×
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Problemi svolti

Esercizio 1

Un ragazzo si sposta di 2 m da Ovest a Est, poi di 2 m da 
Nord a Sud. Qual è il suo spostamento risultante? Qual è lo 
spazio totale percorso?

Si disegnino le rette perpendicolari passanti per Ovest ed Est e 
per Nord e Sud. Su di esse si disegnino gli spostamenti.
Il modulo dello spostamento risultante si ottiene calcolando la 
misura della diagonale con il teorema di Pitagora:

2 2
1 2 3,6s s s m= + =

La diagonale orientata rappresenta la direzione e il verso di s.
Formalmente la somma vettoriale si può scrivere come segue:

1 2s s s= +
  

Il cui segno + non rappresenta la somma aritmetica ma la 
somma vettoriale.
Lo spazio totale, invece, è l’effettiva distanza percorsa, quindi è 
la somma algebrica:

2 3 5s m m m= + =

Esercizio 2

Un’automobile percorre 2Km lungo una discesa inclinata 
di 25° rispetto all’orizzontale. Si ricavino gli spostamenti 
orizzontale e verticale dell’automobile. Se lo spostamento 
dell’automobile raddoppia, le componenti raddoppiano?

Si traccia la retta che forma un angolo di 25° con l’orizzontale. 
Dopo aver scelto una scala opportuna, si disegna un questa 
retta il vettore s che ha una lunghezza di 2Km e rivolto verso 
il basso. Per ricavare lo spostamento orizzontale sx e verticale 
sy si costruiscono le componenti di s lungo gli assi cartesiani x 
e y.
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Applicando i teoremi della trigonometria al triangolo rettan-
golo CAB si ricava:

cos 25xs s= ⋅ °

25ys s sen= ⋅ °

cioè:

2 0,906 1,81xs Km Km= ⋅ =

2 0,423 0,85ys Km Km= ⋅ =

Se lo spostamento raddoppia, raddoppiano anche le compo-
nenti.

Esercizio 3

Sono assegnati i vettori a  e b  con le seguenti caratteristiche: 
|a| = 6.4; α° =45°; |b| = 6.9; β° = –74°. Calcolare il modulo e 
l’angolo del vettore c  somma (risultati con almeno 4 cifre 
decimali).

ax = a cos α = 6.4 cos 45° = 4.5255
ay = a sin α = 4.5255

analogamente

bx = b cos β = 6.9 cos –74° = 1.9019 
by = b sin β = –6.6327

cx = ax+ bx = 6.4274
cy = ay+ by = –2.1072

2 2 6,7640x yc c c= + =

L’angolo si ricava applicando i teoremi sui triangoli rettangoli, 
noti dalla trigonometria:

18.1518y

x

c
arctg

c
γ = = − °
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Esercizio 4

Due vettori A e B di modulo 3 e 5 rispettivamente, forma-
no un angolo di 37°. Si determini analiticamente il modulo  
della risultante e della differenza tra i due vettori.

La risultante (R = A + B) così come la differenza o  somma dell’ 
opposto (D = A - B) si può  vedere in forma grafica nelle figure 
a lato.
Allora, applicando il teorema del coseno, si ha

R2 = A2 + B2 – 2ABcos(180° - 37°)
R2 = 9 + 25 – 2(3)(5)(-0,8)
R = 7,6

E la differenza è:

D2 = A2+B2–2ABcos(37°)
D2 = 9+25–2(3)(5)(0,8)

Esercizio 5

Calcolare il vettore risultante tra i vettori A e B di modulo 
rispettivamente 4 e 3 e che formano tra loro un angolo di 
60°.

Nella figura a lato si osservano i vettori e gli angoli tra essi.
Il modulo della risultante si può calcolare con il teorema del 
coseno:

R2 = A2 + B2 – 2ABcos120º
R2 = 14 + 9 – 2(4)(3)cos120º
R = 6,1

L’ angolo tra la risultante e il vettore A  si può  calcolare con il 
teorema del seno:

120sen sen
B R
θ °
=

0,87
3 6,1

senθ
=

θ = arcsen0,43 = 25,5°
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Esercizio 6

Un aereo si muove verso Nord  con una velocità  di 30 Km/h, 
quando è  soggetto alla azione del vento che soffia con una 
velocità  di 40Km/h verso Est. Calcolare  lo spostamento ri-
sultante dell’aereo.

In questo problema si ha a che fare con una grandezza vet-
toriale chiamata velocità. La velocità risultante sarà pertanto 
la somma vettoriale delle velocità relative al moto dell’aereo e 
la velocità del vento. Nella figura è schematizzato il problema 
avendo indicato con vA la velocità dell’aereo e vv la velocità del 
vento.
Se schematizziamo il problema in una piano cartesiano XY, 
allora la velocità del vento sarà

ˆ40v
Kmv i
h

=

Mentre la velocità dell’aereo sarà

ˆ30a
Kmv j
h

=

In questo modo, la risultante sarà

ˆ ˆ(40 30 ) Kmv i j
h

= +

Il suo modulo vale:

2 2 240 30 50Km Kmv v
h h

= + → =

Questa è la velocità risultante con cui si muoverà realmente 
l’aereo. 
La direzione della velocità risultante sarà

36,9A

B

varctg
v

θ = = °

da Est verso Nord.
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Esercizio 7

Un’altra grandezza fisica vettoriale è denominata sposta-
mento. Per spostamento si intende il vettore della posizione 
che unisce due punti iniziale e finale di un moto senza tener 
conto del cammino seguito.

Supponiamo che due persone camminano nel deserto su un 
terreno pianeggiante e annotano su un diario il cammino se-
guito nel modo seguente:
•	 I giorno: camminiamo 30Km in linea retta verso il nord 

senza trovare acqua.
•	 II giorno: oggi camminiamo solo per 20Km in linea retta 

in direzione Nord-Est di 37°; siamo stanchissimi. Non tro-
viamo acqua.

•	 III giorno: abbiamo trovato l’acqua finalmente camminan-
do 20Km verso Sud.

A lato uno schema “vettoriale” del nostro percorso.
Allora gli spostamenti giornalieri sono:

1
ˆ30D Kmj=

2
ˆ ˆ ˆ ˆ20cos53 20 53 12 16D i sen j i j= ° + ° = +

3
ˆ20( )D j= −

Pertanto, lo spostamento risultante è

1 2 3
ˆ ˆ12 26R D D D i j= + + = +

Il suo modulo vale

2 2 212 26 28,6R R Km= + → =

La sua direzione è

26 2,16 65,3
12

arctg arctgθ = = = °

In altre parole, se i nostri viaggiatori avessero saputo la posi-
zione precisa del pozzo d’acqua avrebbero camminato solo per 
28,6Km il linea retta verso Nord-Est.
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Esercizio 8

Dati i seguenti vettori A = 3i + 4j + 2k e B = i + 3j - 5k  cal-
colare i vettori: 
A + B 
A - B 
2A

A + B = (3+1)i + (4+3)j + (5-2)k = 4i + 7j + 3k
A - B = A +(-B) = (3-1)i + (4-3)j + (2+5)k
2A = 6i + 8j + 4k

Esercizio 9

Calcolare per quale valore di a i vettori A e B risultano per-
pendicolari. A=2i +aj +k e B=4i -2j -2k 

La condizione di perpendicolarità è che il prodotto scalare tra 
i due vettori sia zero:

A • B =8–2a–2=0

Da cui si ottiene a = 3

Esercizio 10

Calcolare la direzione che il vettore A=i -2j +k  forma rispet-
to al vettore B= 4i -4j +7k.

Dalla definizione di prodotto scalare si ottiene:

A • B = ABcosθ

Che si può anche scrivere come:

AB • B = AB

Poiché  AB = Acosθ , come si osserva nella figura precedente,  
conseguenzialmente si ha

4 6 7 2,1
9B

A BA
B
⋅ + +

= = =
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Esercizio 11

Dati i vettori A = 2i - j  B = i + k e C = j + k, determinare: 
a) Un vettore unitario nella direzione  del vettore A + B - 
3C; 
b) Un vettore perpendicolare al piano formato dai vettori B 
e C; 
c) L’area del parallelogrammo formato da A e B.

a)

3 3 4 2 3 4 2ˆ
3 5,599 16 4

A B C i j k i j ku
A B C
+ − − − − −

= = =
+ − + +

ˆˆ ˆˆ 0,56 0,74 0,37u i j k= − −

b)

ˆˆ ˆ1 0 1
0 1 1

i j k
P B C i j k= × = = − − +

c) L’area è il modulo del prodotto vettoriale tra A e B, pertan-
to:

ˆˆ ˆ2 1 0 2 2,4
0 1 1

i j k
A B i j k× = − = − − + =

Esercizio 12

Dati i seguenti vettori: A = 3i + 2j + 2k, B = i - 3j + 4k e  C = 2i + 3j - k 
Si determini analiticamente se A e  B sono o no perpendicolari. 
Calcolare A • (B x C).

a) i due vettori A e B per essere perpendicolari devono soddi-
sfare la condizione A • B = 0

A • B = 3 – 6 + 8 = 5
Dunque non sono perpendicolari.

b) Il prodotto che andiamo ad eseguire è detto prodotto triplo 
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o anche prodotto misto; esso geometricamente rappresenta il 
volume del parallelogrammo le cui dimensioni sono i vettori 
A, B e C. L’operazione A • (B x C) si può intendere come il pro-
dotto scalare tra i vettori A e B x C
Pertanto: 

ˆˆ ˆ1 3 4 9 9 9
2 3 1

i j k
B C i j k× = − = − + + =

−

Dunque:

A • B x C = (3ˆi + 2ˆj + 2k^) • (−9ˆi + 9ˆj + 9kˆ)

A • B x C = -27+18+18 = 9

Esercizio 13

Calcolare i seguenti prodotti: 
a) 2j x 3k 
b) 3i x (-2k) 
c) (2j x i) - 3k

a) 2j x 3k = 6i
b) 3 ix(-2k) = (3)(-2)i x k = 6k
c) (2j x i )-3k =2(-k)−3k= −5k

Esercizio 14

Dimostrare che i vettori  A = 2i+j-4k, B=i-3j+5k e C=3i-2j+k 
formano  un triangolo rettangolo.

Innanzitutto occorre dimostrare che formano un triangolo e 
ciò si ha se la somma di due di loro ci dia il terzo o, ciò che è lo 
stesso, se la risultante dei tre vettori sia il vettore nullo come si 
può vedere dalle figura a lato
Poi bisogna far vedere che il prodotto scalare tra due di essi sia 
nullo.
Nel nostro caso, A+B=C per cui i tre vettori formano un trian-
golo e A • C = 6 – 2 – 4 = 0 per cui A è ortogonale a C.
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Esercizio 15

Dimostrare il teorema del seno.

Supponiamo che un triangolo sia formato dai vettori in figura.
Allora

A+B+C = 0

Moltiplicando vettorialmente per A:

AxA + AxB + AxC = Ax0

AxB + AxC = 0  (i)

Si la moltiplichiamo  vettorialmente per B:

BxA + BxB + BxC = Bx0

BxA + BxC = 0   (ii)

se la moltiplichiamo  vettorialmente per C:

CxA + CxB + CxC = 0

CxA + CxB = 0   (iii)

Dalla  (i): AxB = CxA
Dalla (ii): BxA = CxB
Dalla (iii): CxA = BxC

Poiché  il prodotto vettoriale è anticommutativo, si ottiene
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Esercizio 16

Dimostrare il  teorema del coseno.

Supponiamo di avere un triangolo formato dai vettori in figu-
ra. Allora: C = A-B

Elevando al quadrato l’espressione:

C•C = (A-B) • (A-B)
C•C = (A•A) - (A•B) - (B•A) + (B•B)
C •C = (A•A) -2(A•B) + (B•B)
C2 = A2+B2 – ABcosβ

Esercizio 17

Calcolare il prodotto vettoriale tra i vettori A = 3i + 4j + 2k 
e B = i + 3j - 5k

ˆˆ ˆ3 4 2 26 17 5
1 3 5

i j k
A B i j k× = = − + +

−

Esercizio 18

Dimostrare la seguente proprietà del prodotto vettoriale 
a × a = 0

Possiamo dimostrarlo seguendo due strade.

La più sintetica fa uso della proprietà anticommutativa per 
cui, commutando i fattori, deve essere a × a = - a × a. Ne segue 
che il vettore prodotto c è  uguale al proprio opposto - c e ciò  
può essere vero solo per il vettore nullo 0.

L’altra si basa sullo sviluppo del determinante
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x y z

x y z

i j k
c a a a a a

b b b
= × =

( ) ( ) ( ) ˆˆ ˆ 0y z z y z x x z x y y xc a a a a a a i a a a a j a a a a k= × = − + − + − =

come si vede un determinante con due righe uguali si annulla.

In modo analogo a quanto svolto nel precedente esempio, de-
durre che se b = αa  ossia se i due fattori sono collineari, il 
loro prodotto vettoriale si annulla. Poiché, inoltre, vale pure 
l’implicazione opposta, abbiamo la possibilità di riscrivere la 
condizione di col linearità  in modo alternativo; allora:

a || b sse a×b = 0

Applicazione

Il modulo del prodotto vettoriale è numericamente uguale 
all’area del parallelogramma individuato dai due vettori e le 
parallele che passano per gli estremi.  Consideriamo la seguen-
te figura che mostra due vettori che hanno la stessa origine e le 
parallele  per essi.

L’ area di questo  parallelogrammo si calcola moltiplicando la 
base (B) per l’ altezza (Asenθ):  

Area = BA senθ
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Esercizi proposti

1. Un vettore, nel piano XY, ha modulo v = 25u, e forma un 
angolo di 35° con l’asse delle ascisse. Determinare le sue com-
ponenti vx  e vy.

2. La componente lungo l’asse x di un generico vettore v in un 
piano XY vale 12u mentre la componente lungo l’asse y vale 
16u. Qual è il modulo del vettore? E la sua direzione?

3. Dati i vettori a = 5u e b = 8u formanti un angolo di 20°,  
calcolare il modulo del vettore c = 2a + b e l’angolo che questo 
forma con il vettore b.

4. Tre vettori, a, b, c, hanno uguale intensità (6u). Calcolare gli 
angoli che b e c formano con il vettore a affinché la somma dei 
tre vettori sia nulla.

5. Dati i vettori a = 3u e b = 4u formanti un angolo di 2/9 π rad, 
calcolare il modulo del vettore c = 3a+2b e l’angolo δ (delta) 
che questo forma con il vettore b.

6. Calcolare d = a + b + 2c sapendo che a = 5u , b = 4u e c = 3u, 
che l’angolo α (tra a e b) è pari a 7/6 π rad e β (fra a e c) è pari a 
13/9 π rad. Calcolare anche l’angolo che il vettore d forma con 
il vettore b.

7. Dati i vettori a = 5u e b = 3u formanti un angolo di 11/10 π 
rad, calcolare il vettore c = a+2b e l’angolo che questo forma 
con il vettore b.

8. Calcolare l’angolo compreso tra due vettori di modulo 8u e 
10 u, nel caso in cui il vettore risultante formi un angolo di 50° 
con il maggiore di essi. Calcolare anche il modulo del vettore 
risultante

9. Dati i vettori a = 6u e b = 5u, determinare c = b − 3a e l’ango-
lo che c forma con a. L’angolo fra a e b vale 32/45 π rad.

10. Due vettori formano un angolo di 60°. Uno dei vettori è 
lungo 10u  e forma un angolo di 20° col vettore somma dei 
due. Trovare il modulo del secondo vettore e del vettore som-
ma.

11. Due vettori formano un angolo di 110°. Uno dei vettori è 
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lungo 20 u e forma un angolo di 40° con il vettore somma dei 
due. Trovare il modulo del secondo vettore e del vettore som-
ma.

12. Sia v un vettore di modulo 5 e formante una direzione di 
37° rispetto al piano positivo delle X nel piano XY. Calcolare le 
sue componenti cartesiane

13. Sia B un vettore le cui componenti cartesiane sono  BX=10 
e  BY=5, situato nel piano XY. Calcolarne modulo e direzione.

14. A partire dai vettori mostrati in figura A, B e C i cui moduli 
sono rispettivamente 10, 20 e 30, si determini:

a. la proiezione di A nella direzione di C-B
b. un vettore D tale che 2D + B - 2A = 0 

15. Calcolare la risultante dei vettori A e B di modulo rispet-
tivamente 3u e 4u e che formano un angolo di 60° tra di loro.

16. Due vettori A e B di modulo rispettivamente 3u e 5u for-
mano tra di loro un angolo di 37°. Determinare analiticamen-
te il modulo della risultante e della differenza dei due vettori. 
Rappresentare graficamente i risultati ottenuti.

17. Calcolare la somma di due vettori di modulo 8 e 5 rispetti-
vamente e che formano tra loro un angolo di 60°

18. Dati i due vettori a e b di componenti ax = 2 m; ay=2 √3m ; 
bx = 2 √3 m e by = 2 m, calcolare:
a) il prodotto scalare
b) il prodotto vettoriale, in modulo, direzione e verso

19. Dati i vettori a  e b  con le seguenti caratteristiche a = 3u, 
α = 34°, b = 4u, β = 265° determinare analiticamente le com-
ponenti dei due vettori e quindi calcolare il vettore differenza 
b  – a.
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20. Considera i due vettori spostamento AB e BC della figura. 
Calcola il vettore somma AC. sapendo che il modulo di AB e 
quello di BC misurano 100 m.

21. Trova graficamente la risultante di due vettori aventi lo 
stesso punto di applicazione e lo stesso valore v = 5 nei se-
guenti casi:
a) i due vettori hanno la stessa direzione e lo stesso verso;
b) le direzioni dei due vettori formano un angolo di 90°:
c) i due vettori hanno la stessa direzione e verso opposto.

22. I vettori a e b hanno intensità a = 6.82 e b = 9,47. e formano 
tra loro un angolo di 45°. Quanto vale il prodotto scalare c = 
a*b?

23. Sono assegnati i vettori a  e b  con le seguenti caratteristi-
che: |a | = 6.4; α° = 45°; |b | = 6.9; β° = –74°. Calcolare il modulo 
e l’angolo del vettore c  somma (risultati con almeno 4 cifre 
decimali)

24. Il vettore a è rivolto verso Nord e ha intensità a = 4,0. Il 
vettore b è rivolto verso Est e ha intensità b = 6,5. Come sono i 
vettori c = a x b e d = a x c

25. I vettori a e b giacciono entrambi nel piano XY. Il primo 
vettore ha modulo 4 cm ed è diretto a 45° verso Est rispetto la 
direzione Nord: mentre il secondo è lungo 5 cm ed è diretto a 
15° verso Nord rispetto la direzione Est. Calcola le componen-
ti del prodotto vettoriale c = a x b

26. Dati i vettori a = (3, 4) e b = (7, 1), calcola analiticamente 
l’angolo compreso tra essi.

27. Sono dati due vettori, A=(8,3) e B=(4, ?). Determinare la 
componente   sapendo che A e B sono ortogonali.

28. Un punto parte dalla posizione di (2,5) e si sposta di 20m 
in una direzione che forma un angolo di 135° rispetto all’asse x 
in verso antiorario. Determinare le coordinate della posizione 
finale.

29. Si considerino due spostamenti, uno di modulo 3 m e un 
altro di modulo 4 m. Si mostri in che modo si possono combi-
nare i vettori spostamento per ottenere uno spostamento risul-
tante di modulo 7 m, 1 m, 5 m
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30. Una donna cammina per 250 m in una direzione che for-
ma un angolo di 30 verso est rispetto al nord, poi per 175 m 
direttamente verso est. (a) Usando sistemi grafici si trovi uno 
spostamento finale dal punto di partenza. (b) si confronti il 
modulo del suo spostamento con la distanza che ha percorso

31. Una persona cammina su questo percorso: 3.1 km verso 
nord, poi 2.4 verso ovest e inne 5.2 verso sud. (a) si costruisca 
il diagramma dei vettori che rappresenta questo movimento. 
(b) quale è la distanza e la direzione in linea retta per arrivare 
allo stesso punto  finale

32. Un’automobile viaggia verso est per 50 km, poi verso nord 
per 30 km e inne in direzione di 30 a est rispetto al nord per 25 
km. Si disegni il diagramma di vettori e si determini lo sposta-
mento totale dell’auto dal suo punto di partenza.

33. Il vettore a ha un modulo di 5.0 unità ed è orientato verso 
est. Il vettore b è orientato in direzione di 35° a est rispetto al 
nord e ha un modulo di 4.0 unità. Si costruiscano i diagrammi 
vettoriali per calcolare a +b e b − a . Si stimino i moduli e le 
direzioni dei vettori somma e differenza in base ai diagrammi.

34. Tre vettori a, b , c ciascuno con un modulo di 50 unità, 
giacciono sul piano xy e formano angoli rispettivamente di 
30°, 195° e 315° con l’asse x. Trovare con metodo grafico i mo-
duli e le direzioni dei vettori 
(a) a +b + c , (b) a - b + c e (c) un vettore d tale che (a +b) –(c 
+ d) = 0

FISICA E REALTA’
35. Un’automobile percorre una strada in salita inclinata di 
30° per 3Km. Si studino, sia analiticamente che graficamente 
le componenti orizzontale e verticale dello spostamento. Se lo 
spostamento raddoppia, le componenti orizzontale e verticale 
raddoppiano?

36. Un alpinista si avventura per un sentiero di 800m su una 
strada di montagna inclinata di 40°. Calcolare le componenti 
dello spostamento lungo gli assi X e Y. Si studino i risultati an-
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che graficamente.

37. Un’automobile si sposta di 40 km a Est, poi di 30 km a 
Nord. Disegna i vettori che rappresentano gli spostamenti e 
determina lo spostamento risultante.

38. Una barca si muove lungo un fiume con una velocità di 
10Km/h a 60° in direzione Sud – Ovest contro una corrente di 
12Km/h. Qual è la sua velocità risultante?

39. Uno spericolato nuotatore vuole attraversare un fiume dal 
punto A al punto B. Potendo nuotare a 2Km/h e sapendo che il 
fiume scorre a 5Km/h, con quale velocità effettiva il  nuotatore 
attraverserà il fiume? Se il fiume è largo 90m, quanto misura 
AB?

40. Durante una giornata piovosa, un autista osserva le gocce 
cadere sul parabrezza dell’auto formando un angolo di 30°. Se 
l’auto viaggia a 45Km/h e la pioggia cade a 10m/s, qual è la 
velocità delle gocce di pioggia rispetto alla terra?

Esercizi di ricapitolazione
41. Si considerino i seguenti vettori A = -i + 2j B = 5 i C = 3j 
D = i - 2j
Disegnare i vettori A e B, trovare la risultante graficamente e 
determinare le sue componenti cartesiane.
Determinare graficamente la risultante R = A + B + C + D 
utilizzando il metodo della spezzata e trovare le relative com-
ponenti cartesiane.
Determinare e disegnare L = 3A - 2B + C.
Calcolare il prodotto scalare tra A e D.
Disegnare i vettori C e D e determinare il prodotto vettoriale 
M = C x D.
Scrivere gli scalari associati al versore j della seguente espres-
sione vettoriale S = 5A - 2P + C . Dove S = (a ; 2b) e P = (2b ; 
3a).

42. Si considerino i seguenti vettori A = - i + j B = 4 i C = 3j D 
= i - j
Disegnare i vettori A e B, trovare la risultante graficamente e 
determinare le sue componenti cartesiane.
Determinare graficamente la risultante R = A + B + C + D 
utilizzando il metodo della spezzata e trovare le relative com-
ponenti cartesiane.
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Determinare e disegnare L = 3A - 2B + C.
Calcolare il prodotto scalare tra A e D
Disegnare i vettori C e D e determinare il prodotto vettoriale 
M = C x D.
Scrivere gli scalari associati al versore i della seguente espres-
sione vettoriale S = 3A - 2P + C Dove S = (a ; 2b) e P = (2b ; 3a).

43. Si considerino i seguenti vettori A = i + 2j B = - i + j C = - i 
+ j D = i - 2j
Disegnare i vettori A e B, trovare la risultante graficamente e 
determinare le sue componenti cartesiane.
Determinare graficamente la risultante R = A + B + C + D 
utilizzando il metodo della spezzata e trovare le relative com-
ponenti cartesiane.
Determinare e disegnare L = 2A - B + C.
Calcolare il prodotto scalare tra A e D

44. Dato un sistema di riferimento cartesiano (x, y), siano dati 
i seguenti vettori a=3 i+4 j e b=7i. Si calcolino  i prodotti sca-
lari a • b e b • a.

45. Dato un sistema di riferimento cartesiano (x, y, z), siano 
dati i seguenti vettori a=3i e b=7j. Si calcoli il vettore c = a × b 
e d = b × a. Quale è la relazione tra i vettori c e d?

46. Un nuotatore vuole attraversare un fiume che scorre con 
velocità vf = 2 m/sec. Si supponga che il nuotatore nuoti con 
velocità vn = 2 Km/h perpendicolarmente al fiume . Si calcoli 
l’angolo tra la direzione del fiume e la traiettoria effettiva del 
nuotatore. (Si consideri un sistema di riferimento cartesiano 
(x, y) in cui il nuotatore all’istante iniziale occupi l’origine e il 
fiume scorra lungo l’asse delle x positivo). Se il fiume è largo 
0.5 km, a che distanza sull’altra riva approderà ?

47. Una nave a motore ha velocità di punta pari a 15 nodi. 
Deve raggiungere un punto posto alcune miglia a Nord, e la 
corrente punta in direzione S-W con intensità  di 5 nodi. In 
che direzione pone la barra il timoniere avveduto ?
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Test di autovalutazione

1. Diciamo che lo spostamento di una particella è una grandezza vettoriale. La nostra mi-
glior giustificazione di questa affermazione è:

A. lo spostamento può essere specificato da una grandezza e una direzione
B. operando con spostamenti in base alle regole per la manipolazione di vettori porta a risultati in accordo 
con gli esperimenti
C. uno spostamento non è ovviamente uno scalare
D.  lo spostamento può essere specificato da tre numeri
E. lo spostamento è associato al il movimento

2. I vettori a, b,  e  c   sono legati dalla relazione  c =  b -  a.  Quale dei diagrammi sotto 
riportati  che illustra questa relazione?

3. Un vettore di modulo 3 non può essere aggiunto a un vettore di modulo 4 in modo che 
il modulo della risultante sia:

	 A. zero		 B. 1		  C. 3		  D. 5		  E. 7

4. Un vettore di modulo 20 è aggiunto a un vettore di modulo 25. La risultante potrebbe 
essere:

	 A. zero		 B. 3		  C. 12		  D. 47		  E. 50

5. Un vettore S di modulo 6 e un altro vettore T hanno la somma di modulo 12. Il vettore 
T:

A. deve avere un modulo di almeno 6 ma non più di 18
B. può avere modulo di 20
C. non può avere modulo superiore a 12
D. deve essere perpendicolare a S
E. deve essere perpendicolare alla somma vettoriale

6. Il vettore - A è:

A. Maggiore di A in modulo
B. Minore di A modulo.
C. Ha la  stessa direzione A
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D. Ha  direzione opposta ad A
E. È perpendicolare ad A

7. Il vettore V3 in figura si può esprimere come:

	 A. V1-V2		  B. V1+V2		  C. V2-V1		  D. V1cosθ		  E. V1/cosθ

8. Se | A + B |2 = A2 + B2, quindi:

A. A e B devono essere paralleli e nella stessa direzione
B. A e B devono essere paralleli e in direzioni opposte
C. Sia A o B deve essere zero
D. L’angolo tra A e B deve essere di 60°
E. nessuna delle risposte precedenti è corretta

9.	 Se | A + B | = A + B, con  A e B entrambi vettori non nulli, si ha che:

A. A e B sono paralleli e hanno la stessa direzione
B. A e B  sono paralleli e aventi in direzioni opposte
C. l’angolo tra A e B è di 45°
D. l’angolo tra A e B è di 60°
E. A è perpendicolare a B

10. Quattro vettori (A, B, C, D) hanno tutti lo stesso. L’angolo θ tra i vettori adiacenti è di 
45°come mostrato. L’ equazione vettoriale corretta è:

A. A-B-C+D = 0
B. B+D-√2C = 0
C. A+B = B+D
D. A+B+C+D = 0
E. (A+C)/ √2  = -B
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11. Un vettore ha modulo 12. Se il punto di applicazione  è all’origine degli assi e si trova 
nel IV quadrante formando un angolo di 30° con il semiasse positivo delle x, la sua com-
ponente y è:

	 A. 6/√3          	 B. - 6/√3          C. 6         	 D. -6        	 E. 12

12. Se la componente x di un vettore A, nel piano xy, ha modulo che vale la metà del mo-
dulo del vettore, la tangente dell’angolo tra il vettore e l’asse x è:

	 A. √3		  B. ½		  C. √3/2		 D. 3/2		  E. 3

13. Se il vettore A in coordinate cartesiane si può rappresentare come A=6i -8j   allora il 
vettore 4A ha modulo:

	 A. 10		  B. 20		  C. 30		  D. 40		  E. 50

14. Un vettore ha una componente di 10m lungo l’asse 4, di 10m lungo l’asse y e di 5m lun-
go l’asse z. Il modulo del vettore vale:

	 A.Zero		 B. 15m		 C. 20m		 D. 25m		 E. 225m

15. Dato il vettore V=2i +6j -3k , il suo modulo vale:

	 A.5		  B. 5.57		 C. 7		  D. 7.42		 E. 8.54

16. L’angolo che il vettore A=25i +45j forma con il semiasse positivo delle ascisse vale

	 A. 29°		  B. 61°		  C. 151°		 D. 209°		 E. 241°

17. L’angolo che il vettore A=-25i +45j forma con il semiasse positivo delle ascisse vale:

	 A. 29°		  B. 61°		  C. 119°		 D. 151°		 E. 209°

18. Dati i vettori A=2i +6j -3k  e B=4i +2j +k , il vettore somma S=A+B è :

	 A. 6i +8j -2k 
	 B. -2i +4j -4k 
	 C. 2i -4j +4k 
	 D. 8i +12j -3k 
	 E. Nessuna delle precedenti risposte è corretta

19. Dati i vettori A=2i -3j    e B=i -2j , allora il vettore A-2B vale

	 A. j
	 B. -j
	 C. 4i -7j
	 D. 4i +j
	 E. -4i +(7j)


