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Serie di funzioni

Definizione
Sia {fi(x)}xeny una successione di funzioni reali definite in un intervallo X c R. Sia {S,},,cny la
successione delle somme parziali:

S51(x) = f1(x);
S2(x) = f1(x) + fo(x);
S3(x) = f1(x) + f2(x) + f3(x);

Sp(x) = 1(0) + 200 + f5(0) + -+ fu(X);

Tale successione di funzioni si chiama «serie di funzioni di termine generale f;, (x) e si indica come

i fie ()
k=1



Convergenza puntuale e convergenza uniforme




Convergenza totale




Criteri per la convergenza

Criterio di Cauchy per la convergenza puntuale

La serie di funzioni ). ;- fx(x) converge puntualmente in X c R se e solo se:
n

z fre(x)

k=m+1

Vx € X,Ve > 0,3v =v(s,x) € N: <gVm>v,Vyn>m

Criterio di Cauchy per la convergenza uniforme

La serie di funzioni )., fi (x) converge uniformemente in X C R se e solo se:

fr(x)

k=m+1

Vx € X,Ve > 0,3v =v(e) € N: <gVm>v,Vn>m

Criterio di Weierstrass

Sia ) —1 fx (%) una serie convergente totalmente in X, allora essa converge anche uniformemente in X
(ma non viceversa)



Serie di funzioni note

> D=RI=]-1;1] Xk
n S =
2 2 (%) 1-—x
n=k
Serie esponenziale
= xn D=R;I=R S(x) = e*
n!
n=0

Serie di Leibnitz

D=R\Z~; I=D 1
S = —
(x) x+1

- 1
nZ:l(x+n)(x+n+1)

Serie di Mc Laurin del coseno
2 2n D=R;I=D S(x) = cosx

X
Z =1 (2n)!

n=0




i x  2n+1 D=R;I=D S(x) = sinx
Yo
(2n +1)!
n=0
Serie di Mc Laurin del coseno iperbolico
2 x 2n D=R;I=D S(x) = coshx
i (2n)!
Serie di Mc Laurin del seno iperbolico
> x  2n+l D=R;I=D S(x) = sinhx
z (2n + 1)!
n=0
Serie logaritmica
i(—l)"‘lfn D=R;I=]—-1,1] S(x) =log(1 + x)
n=1 "

Serie dell’arcotangente

> x  2n+l D=R;I=]-11] S(x) = artgx
;(2n+ 1)



Serie di potenze

Definizione
Si definisce serie di potenze la serie di funzioni

z falx —x0)™ = fo + filx — x¢) + fo(x — x0)* + - f(x — x)"
n=0

dove

* {fi}nen € una successione numerica reale

* X e una variabile reale;

*  f,(x —x)™ prende il nome di termine generale della serie

* f, prende il nome di coefficiente n-esimo della serie

* Il numero reale x, e detto centro della serie di potenze suddetta

Poiché si puo pensare di cambiare variabile tramite una traslazione ponendo
Yy =X—=Xp

ifn(x—xo)" = ifn -y
n=0 n=0

Si potra anche scrivere

supponendo che il centro siaxy; =0



Raggio di convergenza

Definizione
Si definisce raggio di convergenza di una serie di potenze, 'estremo superiore p €
[0, +oo[ dell'insieme in cui la serie converge puntualmente

Definizione
Linsieme di convergenza e un intervallo detto intervallo di convergenza della serie



La serie di potenze converge solo in 0, ovvero la serie
converge solo nel centro

La serie di potenze converge Vx € R

p=too

La serie di potenze converge per |x| < r e non converge
per |x| >r

je)
Il
ﬁ
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Criterio di convergenza della radice

Criterio di convergenza di Cauchy-Hadamard o della radice

La serie di potenze )., f,, - y" converge nell'intervallo di convergenza di raggio p tale che:
(0 sel = +oo

1
P=<Z se0<L<+o

\_+0 seL=20
dove
L= lim Vil

se tale limite esiste



Criterio di convergenza del rapporto

Criterio di convergenza di D’Alembert o del rapporto

La serie di potenze },n— f, - ¥" converge nell'intervallo di convergenza di raggio p tale che:
(0 seL = +oo

1
,0=<Z se0<L <+

\ 00 seL=0
dove
7= fr1
n—-oo fn

se tale limite esiste



La serie di Taylor di una funzione

Definizione

Data una funzione f{x) indefinitamente derivabile in un intorno I di x, chiamiamo serie di Taylor
relativa a f{x) e al punto iniziale x, 1a serie di potenze di (x - x,):

+ o0

5 O ) ) 0 £ )+ O 4 O o

n=0

Esempio
Consideriamo la funzione f{x) = 2*.
f(x) e derivabile indefinitamente in ogni punto. Scegliamo x, = 1.

+00(x 1) f(n)(l)_+oo(x 1)

nO n=0

2(In2)" =2+ (x— 1)2(1112)+(’C_21)2 2(In2)> +



[.a serie di Mc Laurin di una funzione

Nella serie di Taylor, scegliamo il punto iniziale x,=0.

ESEMPIO
T ”(x—xn]ﬁ m) peh'd £(n)
' (0) = zZ (0) =
n=0 n! n=0 N Scriviamo la serie di Maclaurin di 2¥
2 n + o0 + oo
I X I X ‘x x
=1(0)+XF(0) + - F"(0) ...+ (0 +.. z - fP0)= £ = (n2)"
2! n! n=0 Nn! n=0 Nn!
Questo sviluppo € detto di Maclaurin.
2
X
Nello sviluppo di Maclaurin, il fattore =1+ xIn2 + E (In 2]2

(x - Xo)"
che compare nei termini della serie di Taylor,
diventa semplicemente:

X",



Lo sviluppo in serie

Definizione Esempio 1
2
: : .. : o . f(x)=7e X sex =0
Una funzione f{x) indefinitamente derivabile in un Consideriamo ' *)
intorno I di x, si dice sviluppabile in serie di Taylor nel 0 sex=0
punto x, se la relativa serie di Taylor converge e la
somma della serie coincide con la funzione, Vx € I La funzione ¢ indefinitamente
_ _ derivabile in x = 0 con tutte le
In Slmb(’l}:x (x—x)" derivate nulle in tale punto.
f(x)=>—0"FP(xy), vxel.
no N La serie di Maclaurin &
+x 0N +o M
f)=Y 2 fM0)=Y Z0=0
n—o N' n—o N!
Se X, =0, la funzione si dice e converge a 0 per ogni valore di x.

sviluppabile in serie di Maclaurin.

L.a somma della serie non coincide con la funzione.

Non tutti gli sviluppi in serie di Taylor (o Maclaurin)
convergono a f(x).



Lo sviluppo in serie

Teorema (Condizione sufficiente per la sviluppabilita)

Data una funzione f (x) derivabile indefinitamente in un intorno I di x, se esiste un numero L > 0 tale
che

f':”](x)‘gf_, vxel e VneN,

allora f (x) e sviluppabile in serie di Taylor in tutto I con punto iniziale x,



Gli sviluppi in serie di Maclaurin

f(x) =€
X +ao Xn XE
Per questa funzione, f)(x) = e, e =2 —|:1+X+—
n—o h! 2!
tutte le derivate coincidono con la funzione e*. L'approssimazione migliora man
mano che si aggiungono termini alla
somma.
Scegliamo l'intornodix,: [=[-d;d]. '
14
Per tutte le xel, e? <f(W(x)<e? . 13
12
Per ogni d, ponendo L =e?, si ha dunque | f(™ . T
(x) | £ L qualunque sia n. e e R ——t
-1
_2
-3
4
La funzione é sviluppabile in serie R

Maclaurin su tutto



Gli sviluppi in serie di MacLaurin

f(x) =cosx

fM(x)=-senx,pern=1,5,9, ... cosre S (-1)" o :1_x_2+x_4_x_6+
= (2n)! 21 41 6!
f (x) =-cosx,pern=2,6,10, ...
A
f®(x)=senx,pern=3,7,11, .. y
f™(x) =cosx,pern=4,8,12, ...
Per ogni x, ]
|senx|<1 e |cosx|<1, /\2005);
- /1o 0 ™., x
e percio | fMKx)|<1. A 2

= La funzione e sviluppabile
in serie di Maclaurin su tuttl® .




Gli sviluppi in serie di MacLaurin

f(x) =senx

La discussione e del tutto analoga a R A L
. senxzz et ——
quella di f(x) = cos x. = 2n+1)! 3151 71 9!

= Lafunzione e sviluppabile
in serie di Maclaurin su tuttolX .

y =sen x




Gli sviluppi in serie di MacLaurin

f(x) =In (1+x)

Le derivate della funzione non sono
equilimitate in nessun intorno di
x=0.

Dunque non vale la condizione sufficiente per la
sviluppabilita.

Nonostante questo, si puo dimostrare che la serie
di Maclaurin converge ai valori della funzione
nell’intervallo

1-1;1].
+ao n-1 2 3 4
nex)=> SV yn oy X X X,
ng N 2

f(x) =arctgx

La derivata di arctgx €

1+X2

Se x? <1, questa espressione equivale alla
somma di una serie geometrica di ragione -x2:

1 & Nngy 2.\n
=3 (-1
T2 ED( ) (xX7)

Integrando la serie si ottiene lo sviluppo di arctg
x validoin | -1; 1].

+x ¢ 3 9 7
arctgx = > CV jonet _y X X X
no 2n +1 3 5 7



ESERCIZIO GUIDA

Scriviamo la serie di Taylor della funzione f(x) = Ve*, con punto iniziale 1.

Riscriviamo f(x):
L S
flx) = (e¥) 2 = e? .
Calcoliamo la derivata prima e seconda:

2

f@ =L =Ly, fw=Lrew =1 L = (L) .

[.a derivata n-esima vale:

n

fO0) =+ fo0 ) = (3] 0.

Quindi la serie di Taylor e:

>t gy = 3 LS DN (L) - 5 NeB S DY

| n
n=~0 n. n==0 n. n=0 2 ”!




ESERCIZIO GUIDA

Utilizzando gli sviluppi notevoli, sviluppiamo in serie di Maclaurin indicando
I'intervallo di convergenza.

1

= \«’3 1+ 2x
Essendo
1 .
= (1+ 2x) 3,
V1 + 2x
utilizziamo la serie binomiale, con a = —% e2xe]|—1;1], cioé x E]— %; %[,
e s (o o) U v o) o
(1+2x) *=1+—"2x+ ; (2x)% + :
1! 2! 3!
1 — 2 x+ 32112 5,

(2x)3+ ...

22



