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Limiti per funzioni in due variabili

DEFINIZIONE

Limite finito per P tendente a P,
Data una funzione z = f(x; y), di dominio D, e un
punto Py(xy;V,) diaccumulazione per D,

si dice che la funzione ammette limite finito [ per
P (x;y) tendente a P,(x,;y,) e siscrive
lim f(Cx,y) =1
—Fo

oppure

lim x,y) =1
(x'y)_)(xOI:VO)f( y)

se, fissato arbitrariamente un numero positivo € >
0, si puo determinare un intorno circolare di P, di
raggio 6 dipendente da ¢, per ogni punto del quale,
escluso P, sia

|f{x;y)—f|<: 3

ESEMPIO

Verifichiamo che:
lim y+3x+5=5

(x,y)—(1,2)
Cerchiamo, per ogni e, un intorno circolare di (1;2) in
cui |3x+y|<¢.
Ossia: 5-&g<3x+y<5+¢,

5-3x-e<y<5-3x+e¢.

o~

La disequazione
rappresenta lo
Spazio compreso
tra le due rette
esterne,

che comprende
un intorno
circolare di (1;2).
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ESEMPIO

Verifichiamo che:
lim y+3x+5=5

(x,y)—~(1,2)
Cerchiamo, per ogni e, un intorno circolare di (1;2) in
cui |3x+y|<e¢.
Ossia: 5-eg<3x+y<5+¢,

5-3x-e<y<5-3x+¢.

La disequazione
rappresenta lo
spazio compreso
tra le due rette
esterne,

che comprende
un intorno
circolare di (1;2).

o 1\ \° X

Ly = 5-3x

/

NOTA PRATICA
Se si vuole verificare che un dato numerol e o
no il limite di una funzione f(x,y) al tendere di
P a P, si procede nel seguente modo:
Si scrive la disequazione

flx,y) =1l <e

Se, fra le soluzioni della disequazione, sono
compresi tutti I punti di D contenuti in un
conveniente intorno circolare di centro
(x0,Yo) escluso al piu (xg, yg), allora, in base
alla definizione di limite, si puo asserire che |
e proprio il limite della funzione



I ESERCIZIO GUIDA

Verifichiamo, applicando la definizione:

o oxT+ xy?
lim 24 = 2.
=

Raccogliamo x a fattor comune e dividiamo per x # 0:

3_|_ 2 2+ 2
R 1C RS X2+ y2.
X x

Dobbiamo mostrare che esiste un intorno circolare di
P,(1; 1) tale che:

‘x2+}’2—2|<8.

Sviluppiamo i calcoli:

|2+ —2|<e - —e<x*+y*—2<¢e —

- 2—e<xt+y*<2+e.
La doppia disuguaglianza ¢ verificata in tutta la parte di
piano compresa nella corona circolare delimitata dalle cir-
conferenze x* +y? =2 —¢c e x* + y* = 2 + €, e quindi in
qualsiasi intorno circolare di P, di raggio minore o uguale
alla distanza di P, da ciascuna circonferenza (figura b).
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CONTROESEMPIO

Verifichiamo che non esiste

xZ

i X2+ v2
(xy)=(0,0) x* +y
La funzione e definita in tutti i punti del piano esclusa
'origine. Si osservi, inoltre, che, essendo

05 <
Sy
Basta far vedere che non puo mai verificarsi che
- xz
lim > 7 =1
(xy)—=(0,0) x“ +y
Cioe:
)<
— — £
x?% + y?
Ossia il sistema
2
X
[—e< ) <l+¢
xX“+y

Non puo essere soddisfatto da tutti i punti, diversi
dall’origine, di un intorno circolare dell’origine.
Infatti, in un intorno qualsiasi di (0,0) e contenuto un
segmento dell’asse y e un segmento della retta y=x.

—X24.'.’2 =4

I 1 1 1 I
-2 -1 4] 1 2
—y=x

Nei punti del primo segmento, diversi dall’origine la funzione vale
sempre 0 e percio in tali punti dovrebbe essere
[—e<0
Mentre nei punti del secondo segmento si avrebbe
x? 1

x2+x2=2

e dovrebbe risultare

1<l+
> 5

Sommando membro a membro dovrebbe venire

1
7%

e quindi la disequazione iniziale non e verificata per ogni ¢
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CONTROESEMPIO (altro metodo piu immediato)

Verifichiamo che non esiste

xZ

lim
(x¥)~(0,0) x% + y2

2 2
—_ 2=y

Facciamo tendere il punto (x,y) all’origine lungo la retta y=mx
essendo m un numero qualsiasi.
Sui punti di tale retta, diversi dall’origine, il valore della funzione
considerata vale costantemente:
x? 1

x24+y2 14+ m?
E quindi il suo limite per x che tende a zero vale proprio questo
numero.
Attribuendo valori di m diversi, si hanno limiti diversi e percio la
funzione, secondo la definizione data, non ammette limite nel
punto (0,0)
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DEFINIZIONE

Limite infinito per P tendente a P,

Data una funzione z = f(x; y), di dominio D, e un
punto P,(x, y,) di

accumulazione per D,

si dice che la funzione ammette limite
infinito per P (x; y) tendente a
Py(xq; yo) e siscrive

lim f(x;y)==
Pop (X;¥) oppure

lim f(xy)=

X— Xg

=W
se, fissato arbitrariamente un numero
positivo M, si puo determinare un
intorno circolare di P, di raggio d
dipendente da M, per ogni punto del
quale, escluso P, sia | f{x;y) | > M.

&

DEFINIZIONE

Limite finito per P tendente a infinito
Data una funzione z = f(x; y), di dominio D
illimitato,

si dice che la funzione ammette limite
finito I per P (x; y) tendentea e si
scrive

lim f(x;y) =1 lim f(x;y) =1
P—x X—®
y—x

se, fissato arbitrariamente un numero
positivo e, si puo determinare un
intorno circolare di P, di raggio d
dipendente da e, tale che per tutti i punti
di D esterni ad esso risulti

fxy)-1<e
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Limite destro e limite
sinistro?

Nell’asse reale, un punto x,
divide i

propri intorni in due parti.
Si possono

definire i limiti

destro e sinistro di

una funzione

intorno a x,,.

Nel piano, il punto

Py(x0; ¥o) non
divide lintorno.

[ limiti destro e /

sinistro non
hanno senso.

DEFINIZIONE

Funzione continua

Una funzione z = f (x; y) definita in un insieme D si
dice continua in un punto P,(x, y,), appartenente a
D e di accumulazione per D stesso,

se esiste finito il limp_,p, f(x,y) e se tale limite e
uguale al valore assunto dalla funzione in P,

Scriviamo: . lim f(xy)="~f(Xg:¥0)
X=Xy
Y=
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Consideriamo la funzione

xZ

fl,y) =
VX% + y?
Tale funzione & definita nell’aperto A costituito da R? privato dell’origine, cioé A = R? — {(0,0)}.
Verifichiamo che

x2

lim =0
(x,y)=(0,0) /52 4 yz

Infatti, dalle disuguaglianze:

2 2

0<% - xt+y T
< < = .x y
cioe, Ve > 0:

0<f(x,y)<e

V(x,y) # (0,0)|JVx?+y2 <¢



Continuita per funzioni in due variabili

Definizione
Consideriamo la funzione f (x, y) reale di due variabili reali definita in un insieme piano D e sia Py(xg, yo) un

punto di accumulazione di D a appartenente a D.
f (x, y)si dice continua nel punto Py(xy, yy) se

lim f(P) = f(Po)
—rp
Ovvero se Ve > 0,31p |VP € I N D si ha che

f(P) = f(Po)l <&

Definizione
Se Py(xg, o) € un punto isolato di D si dice ancora che la funzione f(x, y) e continua in Py(xg, yo)

lim £(P) = £(Po)

Quando questa relazione non e verificata la funzione si dice discontinua.

Definizione
La funzione f (x, y) reale di due variabili reali si dice continua in un dominio piano D se € continua in ogni punto

di questo insieme.




Continuita per funzioni in due variabili

Teorema 1
Se due funzioni sono continue in un punto Py(x,, ¥y), sono continue in Py(x,, ¥y) la loro somma, la loro differenza,
il loro prodotto, il loro quoziente, ammesso, in quest’ultimo caso che la funzione al denominatore non si annullo

in Py(x9,Y0)

Teorema 2
Se la funzione f(x, y), definita nel dominio piano D e continua in Py(x,, ¥y) € positiva (risp. negativa) in tale
punto, allora esiste un intorno circolare I di P, tale che la f(x, y) € ancora positiva (risp. negativa)

Teorema 3
Il modulo della f(x,y) continua in un punto e continuo in quel punto.
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OSSERVAZIONE

Se la funzione f (x, y), definita nel dominio piano D e continua in Py(x,, yo) rispetto al
complesso delle due variabili, cioeé continua secondo la definizione data, essa e anche
continua separatamente rispetto a ciascuna delle variabili x e y.

NON vale il teorema inverso

Una f(x, y) puo essere continua rispetto a ciascuna delle due variabili senza essere
continua nel complesso delle due variabili.

CONTROESEMPIO
Consideriamo la funzione
Xy

floy) =4 x*+y?
0 perx =y =

per x*+y?#0

Questa funzione e continua sia rispetto ad x che
rispetto ad y nel punto (0,0).

VEDI TUTORIAL




Continuita per funzioni in due variabili

Funzioni composte

Si la funzione f(x, y), definita nel dominio piano D e siano ¢(t) e ¥(t) due funzioni della variabile t definite in un
intervallo [a,b] e supponiamo che il punto [@(t), ¥ (t)] appartenga al dominio D.

Allora ha senso considerare la funzione

F(t) = fle), ¥ ()]

Questa funzione F(t) si chiama funzione composta mediante le funzioni f (x, y), @(t), Y (t)

Teorema Dimostrazione

Se le funzioni ¢ (t), ¥(t) sono continue nel punto t, e la Per la continuita di f(x,y), Ve >

funzione f(x, y) € continuain Py[xo = @(ty), Yo = Y(ty)] allora 0,3Ip,|[VP € I N D sihache

la funzione composta |f(P) — f(Py)| < ¢
F(t) = fle®), ()]

e continua nel punto ¢,

Per la supposta continuita di ¢(t) e Y(t) e possibile determinare un intorno K di t, contenuto in [a,b] tale che
lp(t) — @(to)l <6, () — (o)l <6
Essendo x, = @(ty) e yo = Y(ty):
lp () — %0l <6, () —yol <6

[fle(), ()] = f(P)l < €
|[F(t) — F(to)l < ¢

Da cui

il che prova la tesi, cioe che tllr? F(t) = F(ty)
—lo




Alcuni teoremi sui limiti

Teorema di Weierstrass

Sia C un insieme chiuso e limitato di R? e sia f(x,y) una funzione continua definita su C. Allora f
assume massimo e minimo (assoluti) su C cioé esistono due punti (x4, y;) e (x,, y,) di C tali che

fxny1) < f(xy) < f(x2,¥2)

Teorema di Cantor

Sia C un insieme chiuso e limitato di R? e sia f(x,y) una funzione continua definita su
C. Allora f € uniformemente continua su C; cioe Ve > 0,36 > 0 tale che

1f (x1,y1) — fxz,¥2)| < ¢

v(xli yl)r (xz, yZ) €C con |(x11 yl) - (xz, yZ)l < ¢ cioe

Vi =202+ (y1 = y2)2 < 8

Teorema di esistenza dei valori intermedi

Sia D un dominio connesso e limitato di R? e f(x,y) una funzione
continua su D. Allora f assume tutti i valori compresi fra il minimo e
il massimo di fsu D




