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Funzioni reali di due variabili reali

DEFINIZIONE

Funzione reale di due variabili reali
Indichiamo con 𝑅2 l’insieme di tutti i vettori bidimensionali. Dato un sottoinsieme𝐷 ⊆ 𝑅2, una
funzione 𝑓:𝐷 → 𝑅 è una legge che assegna a ogni punto (𝑥, 𝑦) dell’insieme D un unico valore z ∈ R
indicato con 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)

fi

fi

fi



Dominio delle funzioni in due variabili



Dominio delle funzioni in due variabili



Dominio delle funzioni in due variabili



Curve di livello

Ciascuna di queste linee corrisponde a una sezione
orizzontale che taglia la superficie. Anche le sezioni verticali
aiutano a descrivere la superficie, mostrandone delle viste
laterali. Il reticolo che compare nel grafico di una funzione
generato da un calcolatore corrisponde a sezioni verticali che
tagliano la superficie secondo due direzioni ortogonali.

Di solito la superficie non è facile da disegnare per cui talvolta
si preferisce considerarla come se fosse la superficie di un
terreno. È allora naturale rappresentare l’andamento del
terreno disegnando una mappa di curve orizzontali a una
quota fissata, chiamate curve di livello o contorni, lungo le
quali il valore della funzione è costante.



Curve di livello



Curve di livello



Curve di livello



Grafico delle funzioni in due variabili



Richiami sullo spazio vettoriale 𝑹𝟐

𝑅2

𝑅2 = 𝑥, 𝑦 : 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑦 ∈ 𝑅
𝑅2



Richiami sullo spazio vettoriale 𝑹𝟐

𝑣1, 𝑣2 𝑣1(𝑥1, 𝑦1) 𝑣2(𝑥2, 𝑦2)
𝑣1 + 𝑣2 = (𝑥1+𝑥2, 𝑦1 + 𝑦2)

𝜆
𝜆 ∙ 𝑣 = (𝜆𝑥, 𝜆𝑦)

𝑅2

−𝑣 = (−𝑥,−𝑦)
∀𝑣 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅2,

(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2



Richiami sullo spazio vettoriale 𝑹𝟐

𝑣1 𝑣2 (𝑣1, 𝑣2)
(𝑣1, 𝑣2) = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2

𝑣1(𝑥1, 𝑦1) 𝑣2(𝑥2, 𝑦2) ∀𝑡 ∈ 𝑅
0 ≤ 𝑥1 + 𝑡𝑥2

2 + 𝑦1 + 𝑡𝑦2
2 = 𝑥1

2 + 𝑦1
2 + 2𝑡 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 + 𝑡2 𝑥2

2 + 𝑦2
2

𝛼 = 𝑥2
2 + 𝑦2

2 = 𝑣2
2

𝛽 = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 = (𝑣1, 𝑣2)
𝛾 = 𝑥1

2 + 𝑦1
2 = 𝑣1

2

𝛼𝑡2 + 2𝛽𝑡 + 𝛾

𝑣1 𝑣2 𝑅2 𝑣1 𝑣2 (𝑣1, 𝑣2)

(𝑣1, 𝑣2) ≤ 𝑣1 ∙ 𝑣2



Richiami sullo spazio vettoriale 𝑹𝟐

𝛼𝑡2 + 2𝛽𝑡 + 𝛾

𝛼 = 0 𝑣2 = 0 𝑣2 = 0 (𝑣1, 𝑣2) = 0
0 = 0

𝛼 ≠ 0
∀𝑡 ∈ 𝑅 ∆≤ 0

∆

4
= (𝑣1, 𝑣2)

2 − 𝑣1
2 ∙ 𝑣2

2 ≤ 0



N𝐨𝐳𝐢𝐨𝐧𝐢 𝐝𝐢 𝐭𝐨𝒑𝒐𝒍𝒐𝒈𝒊𝒂 𝒊𝒏 𝑹𝟐

DEFINIZIONE

Intorno circolare
Sia 𝑃0(𝑥0; 𝑦0) un punto fissato di 𝑅2. Si chiama intorno circolare del punto 
𝑃0(𝑥0; 𝑦0) del piano l’insieme dei punti  del piano le cui coordinate (𝑥; 𝑦)
soddisfano la disequazione

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 < 𝛿2,
con 𝛿 numero reale positivo, ovvero un cerchio aperto di centro (𝑥0; 𝑦0) e 
raggio 𝛿

𝐼𝛿 = 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅2: 𝑥 − 𝑥0
2 + 𝑦 − 𝑦0

2 < 𝛿

DEFINIZIONE

Intorno 
Si chiama intorno di un punto P0 del  piano ogni sottoinsieme di  R x R che 
contiene un intorno circolare di centro P0.



N𝐨𝐳𝐢𝐨𝐧𝐢 𝐝𝐢 𝐭𝐨𝒑𝒐𝒍𝒐𝒈𝒊𝒂 𝒊𝒏 𝑹𝟐

ESEMPIO

Consideriamo l’insieme

.

è l’equazione di una circonferenza centrata in  P0

(3;2)  con raggio  r = 1.

I è un intorno circolare di raggio 1 
del punto  P0 (3;2).

ESEMPIO

Consideriamo
l’insieme  I
rappresentato
nella figura.

,

I contiene in intorno circolare di O (0;0) di raggio 0,75.

O è un punto di accumulazione per I.

I è un intorno di O (0;0).



N𝐨𝐳𝐢𝐨𝐧𝐢 𝐝𝐢 𝐭𝐨𝒑𝒐𝒍𝒐𝒈𝒊𝒂 𝒊𝒏 𝑹𝟐

DEFINIZIONE

Punti interni, esterni, di frontiera
Dato un insieme A di punti del piano, un punto  P  è: 



N𝐨𝐳𝐢𝐨𝐧𝐢 𝐝𝐢 𝐭𝐨𝒑𝒐𝒍𝒐𝒈𝒊𝒂 𝒊𝒏 𝑹𝟐

𝐴 ⊆ 𝑅2 𝐼𝑀(0) 𝑀 >
0

𝑥, 𝑦 = 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑀



N𝐨𝐳𝐢𝐨𝐧𝐢 𝐝𝐢 𝐭𝐨𝒑𝒐𝒍𝒐𝒈𝒊𝒂 𝒊𝒏 𝑹𝟐

𝐴1, 𝐴2 ⊆ 𝑅2

ቊ
𝐴1 ≠ 0, 𝐴2 ≠ 0

𝐴1 ∩ 𝐴2 = 0, 𝐴1 ∪ 𝐴2 = 𝐴

Un insieme 𝐴 ⊆ 𝑅2 si dice connesso se non esistono due aperti disgiunti non vuoti di 𝑅2 la cui unione
sia l’insieme A.

Un dominio si dice connesso se è la chiusura di un aperto connesso






