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Autovalori e Autovettori

Definizione
Sia A € R™™. Un numero A per cui esiste un vettore x # 0 tale che valga la
relazione

Ax = Ax
e detto autovalore di A ed x e detto autovettore corrispondente a A.

L'insieme degli autovalori di A costituisce lo spettro di A e il modulo massimo p(A)
degli autovalori e detto raggio spettrale di A.

Il sistema Ax = Ax sipuo scrivere anche nella forma
(A—ADx =0
Esso ammette soluzioni non nulle se e solo se
det(A — AI) = 0.

Sviluppando il determinante della matrice
(a1 — A i Aqn

a1 a, — A .. Aon
A-A=| |




Autovalori e Autovettori

[1det(A — AI)é un polinomio p(A) i cui coefficienti dipendono dagli elementi di
A. Uno dei termini dello sviluppo e dato dal prodotto degli elementi principali di
A— Al edeugualea (a;; —A) -+ (a,, —A) e nessun altro termine dello
sviluppo contiene piu di n-2 fattori della forma (a;; — A).

Quindi il grado di p()) & esattamente n e i coefficienti di A" e di A"~ ! risultano
rispettivamente ugualia(—1)" e (—=1)" ! (a;y + - + ay).
L'ultimo coefficiente e dato da p(0) = detA.

p(A) si puo quindi scrivere:
p(A) =det(4 — A =(—D)"A" + (D) 1trAA™ 1 + ... + detA

in cui si e indicata con trA la traccia di A, cioe la somma degli elementi principali
di A

Il polinomio p(A) e detto polinomio caratteristico di A e I'equazionep(41) = Oe
detta equazione caratteristica di A. Gli autovalori di A sono tutte e sole le
soluzioni dell’equazione caratteristica.




Autovalori e Autovettori

Per il teorema fondamentale dell’algebra I'’equazione caratteristica ha nel campo
complesso n radici, tenendo conto della loro molteplicita. Quindi una matrice di
ordine n ha, tenendo conto della loro molteplicita, n autovalori nel campo
complesso.

Autovettori

Gli autovettori sono dunque le soluzioni non nulle del sistema lineare omogeneo
(A—-—ADx =0

quindi un autovettore corrispondente ad un autovalore A risulta determinato a

meno di una costante moltiplicativa k # 0, cioe se x € autovettore di A, anche kx

e autovettore di A, corrispondente allo stesso autovalore.

Autospazio
Detto A un autovalore di A, si definisce autospazio di A I'insieme V), costituito da
tutti gli autovettori di 1 e dal vettore nullo. Cioe

Vi={u€eK*Au = Au} ={u € K" (A — Au = 0}




Autovalori e Autovettori

Molteplicita algebrica e molteplicita geometrica di un autovalore

Si definisce molteplicita algebrica di un autovalore A e la indichiamo con m, (1)
la molteplicita diA come radice del polinomio caratteristico.

Si definisce molteplicita geometrica di A e la indichiamo con my (1) la

dimensione dell’autospazio associato a 4

In pratica
Per calcolare la molteplicita algebrica basta contare quante volte
autovalore A & soluzione dell’equaizone caratteristica

A—-A) =0
Per calcolare la molteplicita geometrica basta sottrarre alla
dimensione dello spazio di partenza il rango di A.

Esiste una relazione tra molteplicita algebrica e molteplicita geometrica di un
autovalore.
Vale, infatti, la seguente relazione

1 <my(A) <my(4)
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Diagonalizzazione
Se A € una matrice diagonalizzabile, esiste una matrice P, detta matrice di
diagonalizzazione, che ha per colonne i vettori dell'unione delle basi degli
autospazi di A ed esiste una matrice D che ha come elementi sulla diagonal gli
autovalori di A ripetuti tante volte quant’e la sua molteplicita tali che

D =P7AP

Se una matrice A ha n autovalori distinti, allora A e diagonalizzabile

Caratterizzazione della diagonalizzazione

Sia A una matrice di uno spazio vettoriale K dotata di 44, ... A; autovalori distinti
di molteplicita algebrica m,, ... m; allora essa e diagonalizzabile sse il polinomio
caratteristico ha tutte le radici in K e la molteplicita algebrica di ciascun
autovalore coincide con la rispettiva molteplicita geometrica




Autovalori e Autovettori
Esempio 1

Cerchiamo gli autovalori e gli autovettori di A

_ (0 1
4=(; o
_(0—=21 1
4= ( 2 0- /1)
La sua equazione caratteristica e
A2—2=0
Dunque ci sono due autovalori distinti
A =—V2,1, =2
Per 1; = —V/2 otteniamo il sistema
(A-V2I)v=0
Scalarmente
—V2x+y =0
2x — \/Ey =0

che ci restituisce I'unica soluzione

y =V2x




Autovalori e Autovettori
Esempio 1

Cerchiamo gli autovalori e gli autovettori di A

0 1
A= (2 o)
Per 1, = v/2 otteniamo il sistema
(A+V2l)v=0
Scalarmente
{ V2x + y=20
2x + \/Ey =0
che ci restituisce I'unica soluzione

y = —V2x

In definitiva, gli autovettori di A relativi all’autovalore 1, = —/2 sono tutti e soli
quelli della forma

1
. (ﬁ) ¥
gli autovettori di A relativi all’autovalore 1, = v/2 sono tutti e soli quelli della
forma

=()>




Autovalori e Autovettori
Esempio 1

Cerchiamo gli autovalori e gli autovettori di A

-0

Linterpretazione geometrica di questo risultato e che esistono due direzioni

privilegiate date dalle rette y = vV2x ey = —/2x




