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Capitolo quarto 

Il piano cartesiano. I numeri complessi. 

Polinomi ed equazioni algebriche 

1. Premessa. 

Una delle idee fondamentali nel campo della matematica, _rivelatasi tra le piu 
feconde, è quella che è alla base dell'attuale Geometria Analitica e che consiste 
nell'individuare le posizioni dei punti in un piano o nello spazio _euclideo rispetti­
vamente per mezzo di coppie e di terne di numeri reali. Tali numeri, che sono 
determinati prefissando un riferimento, costituito nel piano da una coppia e nello 
spazio da una terna di assi, si chiamano le coordinate cartesiane dei punti, in 
omaggio al filosofo e matematico francese René Descartes (1596-1650), detto Car­
tesio, a cui se ne attribuisce la paternità. Usufruendo delle coordinate cartesiane, 
un ente geometrico può essere individuato da una o piu relazioni algebriche tra le 
coordinate dei suoi punti. Lo studio sistematico di tali metodi è l'oggetto della 
Geometria Analitica. 

I paragrafi seguenti sono dedicati ai primi elementi di Geometria Analitica 
piana, sufficienti per trattare gli argomenti di Analisi che verranno esposti piu 
avanti in questo volume. 

2. Riferimento cartesiano ortogonale in un piano ·euclideo. 

Siano: n un piano euclideo, X e Y due assi ortogonali, o il loro punto di inter­
sezione. Su ciascuno dei due assi X e . Y si introduca un sistema di ascisse, rispetto 
ad uno stesso segmento unità di misura(1>. Se in n si sceglie un verso positivo 
delle rotazioni, che sul foglio da disegno generalmente è quello antiorario, solita­
mente i due assi X e Y sono scelti in maniera tale che la misura in radianti del ....... 
sostegno dell'angolo orientato positivo + XY (vedi Appendice I) sia uguale a n/2 
(vedi fig. · 2.1). 

1 In certe situazioni conviene considerare differenti unità di misura. 
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y ~ 
verso positivo 

py __ ___ _, p di rotazione 
tr l 

-- ' 2 'I 
t 

o Px X 

Fig. 2.1 

Siano oia: p un punto di rr, px e py le sue proi,ezioni ortogonali su _X e Y 
rispettivamente, ~ e y rispettivamente le ascisse di p x e py rispetto ai sistemi di 
ascisse introdotti sui due assi X e Y, e si consideri l'applicazione che ad ogrii 
p,unto p di TI fa corrispondere la coppia di numeri reali (x, y). È facile verificare 
che questa è un'ap,plicazione biunivoca di n su tutto R2• Orbene, quando su un 
piano n sia stata scelta una coppia di assi ortogonali e si sia stabilita la suddetta 
corrispondenza, si dice che in Il è stato introdotto, un riferimento cartesiano; i 
due assi X e Y si chiamano assi cartesiani, iJ punto o origine del riferimento, i 
due numeri x e y le coordinate cartesiane del punto p, e piu precisamente: x 
l'ascissa e y l'ordinata di p. Conseguentemente si dice anche che nel piano ll è 
stato introdotto lln sistema di coordinate cartesiane. Nella suddetta corrispon­
denza un punto, p del piano n lo si denota con la coppia (x, y) delle sue coordi­
nate e si usa piu semplicemente la frase punto (x, y) del piano n anziché l'altra 
p,unto p di n .di coordfnate x e y. Infine i due assi X e Y si chiamano anche a.ssi 
coordinati; l'asse X si chiama asse delle ascisse o asse x e l'asse Y asse delle 
ordinate o asse y. Tali assi individuano quattro zone del piano, detti quadranti, 
costituiti dai punti (x, y) tali che: x 2 O e y ~ O per il primo quadrante, x s O e 
y 2 O per il secondo, x ~ O e y s O per il terzo, x ~ O e y::; O per il quarto (cfr. 
fig. 2.2) 

.t 1° quadrante 

111° quadrante 

1° quadrante 
y 

y - - - -• (Xi Y) 
I 

o X 

IV O quadrante 

Fig. 2.2 
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3, Distanza di due punti di un piano euclideo. Equazione cartesiana di una 
retta e di una circonferenza. 

1) Distanza di due punti. 

Sia n un piano euclideo, nel quale sia stato introdotto un sistema di coordi­
nate cartesiane, e siano p 1 = (x1 ,y1) e p2 = (x2 ,y2 ) due punti di n. Un'immediata 
applicazione del teorema di Pitagora al triangolo PiP2P dà per la distanza p

1
p

2 
di p1 da P2 . 

(3.1) 

y 

Y2 1--- - .. P2 

y I 1---.!----i p 

o X 

Fig. 3.1 

2) Equazione cartesiana di una retta. 

Siano: r una retta di n non parallela a nessuno dei due assi coordinati, p
1 

= 
= (xi , y1) , p2 = (x2 , y2 ) due punti distinti di r, p = (x, y) il generico punto di r. 

y 

• 

P = (x , y) 

Fig. 3.2 

Allora, se p è diverso da p1 e da p2, i triangoli simili della figura 3.2 danno 
l'uguaglianza di rap.porti 

(3.2) X -Xi Y -yl 

X2 - X1 Y2 -yl 
) 

'· 
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che si può anche scrivere (y2 -y1) (x-x,)-(x2 -x1) (y-y1)=0. Tale eguaglianza. -- '-

banalmente verificata se p = p1 oppure p = p 2, è soddisfatta dalle coordinate di 
.....__ • _.. ... _. - __ • .i,... ... ~.-.-

tutti e soltanto i punti della retta r e si chiama l'equazione cartesiana di tale retta. 

~ sa_ è ... ~:.!. ti_22 

(3.3) 
_.__..._..._ 

ax +by+ e > O I 
._._ ---·, ·- ,,,._. ~-,.:;J. 

ed è un'equazione lineare nelle àue variabili x e y(l>. Se si cambia la coppia di 
. . . -·---

punti p 1 e p2, si ottiene un'equazione equtvalente alla (3.3), i cui coefficienti sono 
C!<?,_è jLUefil_della (3.3)_ moltip.licati per ~no stesso fattore non_. n_u_!!f' - --

Se la retta r è parallela all'asse y e passa per iJ. punto (x1 , O) dell'asse x, allora 
tutti e soltanto i p_µnti di r hapno . coordinate (x1 , y) soddisfacenti all'uguaglianza -·- ~ . 
x = x1 che p~rciq anche in tal caso si chiama equazione della retta r e rientra nel 
tipo (3:3). Analogamente, se la retta ~ è parallela all'asse x, e passa per il punto 
(O, x1) dell'asse y, l'equazione di r è y . y1 1 • 

y 

o x, X 

Fig. 3.3 

I 

Reciprocan1ente, ogni equazione lineare del tipo (3.3), nella quale non sia 
. ' - . - - ....... 

simultaneamente a= b = O, è facile verificare che è l'equazione di una retta del 
piano, e ogni equazione· ad essa equival~nte, i cui coefficienti cioè differiscono per 

' . 
uno stesso fattore non nullo, .è equazione della stessa retta. --· 

' Una funzione definita in R2 e a valori in R, che in ogni coppia (x, y) di numeri reali assume il 
valore ax + by + c, dove a, b, e sono dei fissati nu1neri reali, dicesi polinotnio di prinio grado nel 
campo reale, di coefficienti a, b, c, nelle due variabili reali x e y, o, piu semplicemente funzione li­
neare nelle variabili reali x e y. 

Una funzione definita in R2 e a valori in R, che in ogni coppia (x, y) di numeri reali assume il 
valore ax2 + by2 + cxy + hx + ky + d, dove a, b, c, h, k, d sono dei fissati numeri reali, dicesi poli­
no,nio di secondo grado nel campo reale, di coefficienti a, b, e, h, k, d, nelle due variabili reali x e 
y. 

Se ax + by + e (risp. ax2 + by2 + cxy + hx + ky + d) è un polinomio di 1 ° grado (risp. 2° gra­
do) nelle variabili reali x e y, il problema che consiste nel prendere in esame le coppie di numeri 
reali tali che ax + by+ e= O (ris. ax2 + bx + cxy + hx + ky + d = O) dicesi equazione algebrica di 
prirno grado o equazione lineare nelle due variabili x e y (risp. equazione algebrica di 2° grado nel­
le variabili x e y), e ogni siffatta coppia (x, y) di nun,eri reali dicesi una soluzione dell'equazione, o 
anche che soddisfa all'equazione. 
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3) Equazione di una circonferenza. 

Siano: I' una circonferenza di centro il punto p 0 = (x0 , y0) e raggio (di misura) 
- .;, I '*· . ,.. . 

r, p = (x, y) 11 generico punto di r. 
• • -- . .... . ... . .. 

y r 

o Xo X X 

Fig. 3.4 

Applicando la formula (3.1) all~ _distanza di p da p 0, si ottiene -
(3.4) (x - Xo)2 + (y - Yo)2 = r2. 

.. - --
Reciprocamente, ogni punto del piano le cui coordinate x e y soddisfano alla (3.4) 
è "un punto . dellà circonferenza f. In conclusione tutti e soltanto i p_unti della cir-- ... . --
conferenza f hanno coordinate x e y che soddisfano alla (3.4) che perciò dicesi 

• 
l'equazione della circqnferenza [ . Essa è del tipo ---·- .. -

(3.5) --
che è un'~qu~zj_0_!1_e algebrica di 2° grado nelle d1;1e variabili ~ e y. Reciprocamente, 
perché un'equazione del tipo (3.5) sia l'equazione di una circonferenza, di centro 

... - - . . -
(x

0
, y

0
) e raggio r, occorre e basta che - 2x0 =a, - 2y0 = b e xl + J6 - r2 = c. Con-

seguentemente la (3.5) è J.'.equazione della circonferenza di èèntro ~ (x0 , y~) =-
-··---·""-. - --

= (- ~, - ~) e raggio. r = ./ x~ + y~ - c = :
2 

+ f- e , a co~ di'zi~ ne che s~ a~-~ 
---·-- - ... 
+ b2 - 4c > O. __:....:;...-~- .. · 

Complementi ed esercizi. 

1. Tenendo presente la (3.2), si verifichi che tutti e soltanto i punti della retta r passante 
per i punti p

1 
= (x

1 
, y

1
) e p2 = (x2 , y2 ) hanno coordinate x e y date dalle eguaglianze 

(3.6) 
{

X= X1 + t (X2 - Xi) 

Y = Yi + t (Y2 - Y,) 
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al variare di t in R. Set varia in [O, 1], il punto le cui coordinate x e y sono date dalla (3.6) 

descrive il segmento della retta r di estremi p 1 e p2. . 

Le uguaglianze (3.6) si dicono una coppia di equazioni parametriche della retta r e t 
dicesi parametro. Se i due punti p 1 e p2 si sòstituiscono con altri due punti p'1 = (x'1 , y'1) e 
p2 = (x2 , y2) di r, si ottiene un'altra coppia di equazioni parametriche della stessa retta. 

2. Poiché due rette di equazioni cartesiane rispettive 

ax +by+ c = O 

a' x + b'y + c' = O 

sono parallele se e solo se il sistema nelle incognite x e y costituito da tale equazioni non ha 
soluzioni oppure ne ammette in.finite, esse sono parallele se e solo se 

a b 
• - o' 

a' b' 

o, ciò è lo stesso, se e solo se a' = ka e b' = kb, dove k è un numero reale. 
Nel consegue in particolare che data una retta non pardllela all'asse y, di equazione 

y =mx+ n, la retta di equazione y = mx è la retta ad essa parallela passante per l'origine. 

3. Data una retta r non parallela all'asse y, chiamasi coefficiente angolare di r la tan­
gente del sostegno dell'angolo orientato positivo di primo lato l'asse x e secondo lato la 
retta. r orientata in uno dei due modi possibili (tale numero resta invariato cambiando 

l'orientamento della retta r). 
Si verifichi che se la retta r ha equazione y = mx+ n, m è proprio il suo coefficiente ango-

lare. 

4. Cerchi e rettangoli di un piano euclideo. 

Siano: n un piano euclideo, nel quale sia stato introdotto un sistema di coor­
dinate carteslane; c . un cerchio di centro p0 = (x0 , y0) e raggio r(l l, p = (x, y) il 
generico punto <!i C. Applicando ·1a formula (3 .. 1) alla distanza di p da p0 si ottiene 

-. --
(4.1) I (x - Xo)z + (y - Yo)z < ,2 . 

, 
Reciprocamente ogni punto del piano le cui coordinate soddisfano a tale disegua-
glianza è un punto del cerchio C. In conclusione tutti e soltanto i punti del cer­
chio C hanno coordina!e soddisfacenti alla (4.1), che è una disequazione algebrica 

1 Si badi che la circonferenza f di centro p0 e raggio r è l'insieme dei punti p del piano che han­
no distanza da p

0 
uguale ad r, mentre il cerchio C di centro p 0 e raggio r è l'insieme dei punti p che 

hanno distanza da p0 minore o uguale ad r. 
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di 2° grado nelle due variabili x e yPl. 
È- éoniodo, per i nostri scopi, considerare, accanto al cerchio e, l'insieme C' 

J - - •• -- . -che si ottiene da esso togliendo la circorif erenza f di centro p0 e raggio r. Chiame-
remo faie insieme cerchio aperto di centro p0 e raggio. r. In contrappqsizione il 
cèrchf o C chiamasi anche cerchio chiuso di centro p0 e raggio r. Jividentemente, 
tutti e· soltànto i punti p = (x, y) del cerchio aperto C' hanno coordinate soddisfa-
ceiitf alla relaz1onè . . .. 

(4.2) (x - Xo)2 + (y - Yo)2 < ,2 ---
che è anch'essa una disequazione algebrica di 2° grado nelle variabili x e y. 

o 

p 

cerchio chiuso 
C = l P , PPo ~ 11 

X o 

cerchio aperto 
C' = l P , PPo < r\ 

Fig. 4.1 

_ma X un rettangolo del piano euclideo n, con i lati p,aralleli agli assi coordi­
nati, determin~to dai due vertici opposti (a, e) e (b, d), con a < c e b < d. . È 
facile éonvincersi che "tutti e soltanto i punt1 d(X hànno coordinate x e y soddisfa-

-- ~ ~ . . . 
centf alle relazioni 

(4.3) 

che sono equivalenti ~ll'altra 

I a<-x < b I 
c5,y<d I 
- __ ... _ .... -~ .... 

(x, y) e [a, b] x [c, d] . .• 

' 

1 Se f(x, y) è un polino1nio di 1° grado (risp. di 2° grado), nel can1po reale, nelle due variabili 
reali x e y, e a è un numero reale, ognuno dei problemi che consistono nel prendere in esame le 
coppie (x, y) tale che f (x, y) < a , oppure / (x, y) > a , oppure f (x, y) < a , oppure f (x, y) > a , 
dicesi disequazione algebrica di 1 ° grado (risp. di 2° grado) nelle due variabili reali x e y, e ogni sif­
fatta coppia (x, y) dicesi una soluzione della disequazione, o anche che soddisfa alla disequazione. 
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È comodo per i nostri scopi considerare, accanto al rettangolo X , l'insieme X' 
che si ottiene da esso togliendo i quattro lati. Chiameremo tale insieme rettangolo 
aperto con i lati paralleli agli assi coordinati individuato dai due vertici opposti (a, 
e) e (b, d). In contrapposizione il rettangolo X si dice anche chiuso. Evidente­
mente, tutti e soltanto i punti di X' hanno coordinate x e y soddisfacenti alle rela-

• • 
ZlOnI 

(4.4) 

che sono equivalenti all'altra 

(x, y) E ] a, b [ x J e, d [ . 

• )' 

)' 

d1-- • (b . d ) 

,, < ' 

' 

(a . C) (a . e) 

o a f X b 
a + /1 

X o a X b X 

Xo = 2 

rellangolo chiuso X= [a , b] x (e, dJ rettangolo aperto X' = l a , b Ix J " . d I 

Fig. 4.2 

Si noti che il rettangolo chiuso X si proietta ortogonalmente sui due assi x e y in 
due segmenti chiusi che, nei sistemi di ascisse presenti sui due assi, rappresentano 
geometricamente gli intervalli chiusi [a, b] e [e, d] rispettivamente. Si noti anche 
che le coordinante x0 e y0 del centro di X sono date dai numeri 

a + b c+d 
Xo =. 2 ' Yo = 2 

che sono rispettivamente i centri degli intervalli [a, b] e [e, d]. Analoghe precisa­

zioni valgono per il rettangolo aperto X'. 

5. Il piano cartesiano o numerico R2
. 

Nei paragrafi 2, 3 e 4 si è mostrato come, introdotto ill.!'.!LRiano euc!.!!!eo fL 
un riferimento cartesiall.o, a cert!_Q.gg~t.tl ~~o,mt;\r~ci™di n è R2~~ile associare 
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una o piu,g!_azionl analitiche soddisfatte dalle coordinate di tutti e soltanto i ounti 
- - - ·--- - • '4 .. -- - ----.,J. 

di_q11eg!L,o~ettj . Si è mostrato come_guesto si possa realizzare per una retta, un 
cerchio, una circonferenza, un rettaniiolo, e si potrebbe qui continuare. Tuttavia 
non è tanto importante qui per noi allungare tale elenco, quanto invece porre in 
rilievo che, in ogni caso, con metodi analoghi, ad ogni sottoinsieme ~ . di_U-§i può. 
fare c9rri~R9n<le; e ,;:1!:1 _s9ttoin~ieme .Y di R:,_che è guello costij:u,U:o dalle_copJ2i.e 
(x, y) di numeri reali che sono le ascisse e le ordinate di tutti. e_§_oJi .i.P.unti di X ,,, 

Ora, questa stessa situazione può essere riguardata cambiando il punto di 
vista, ossia fissando come punto di partenza l'insieme R2

. Si _può <lit.e cosf_çh~ l'in­
sieme R2 si può rappresentare geometricamente con l'insieme dei punti del piano 

. euclideo n sul quale sia stato introdotto un sistema di coorilinat~ cartesiane; che, --se Y è un, sQttQinsieme di R2
1 

il sottoinsi~me X di ll costituito dai punti le cui 
J M?SWU -=Z - E C e ...- .aw 4 

coordinate x e y ~ono ,guelle degli elementi di Y è l'insieme ..sru? raf!I! resenta geo-
metricamente Y sul piano n. Cosi r.roE,rietà analitiche di Yvengono ad essè re tra-

• :i"tr • e a 1 -• 1 ,. e 

dotte in proprietà geometriche di X. Tale h.1§ieme_,X, gotrà poi essere utilmente 
disegnato sul foglio da disegno, assmrto co11}e_ 2ia110 eue;,lid(o,. e, attray_erso ta~ • 
disegno si potran_no,_ per cosf d,ii;e, Qedere le proQrietà dell'insieme Y. 

In virtu di tale rappre~entazione g~qm,e,ttiça, gli_elem.enf '*' y) di 2 si chia­
mano anche r.unti di R2

. Non. solo,.ma___tutta_la struttyrq.,.geometrica dl..Eiano eucli­
deo con il relativo linguaggio geometrico, possono essere tra~feriti in R2

. Si danno 
cosi le seguenti definizioni::- , .... • · - · -

• 

ozuS a 

5.1 Definizione. Chiamasi distanza di due P,!;lf!ti (0,1 .: Y;i ), e (x2~ di R2 
il 

nlllJlero reale J (x
1 
-x2) 2 + (y1 -y2)

2 . La funzione d che ad ogni coppia (x1 , y1), 

(X2 'Y2) di puntìdi R2 assoc1a la loro distanza chiamasi metrica euclidea in R2
~ 

Cliiamasi retta di R2 di equazione Q~!j l_s_ottQi1,1sÌfilD,ç_çli R2 costituitodai 
QUnti_ rx, }!) le cui coordinate soddisfano alla (3.3). 
-pCiii ~ 
. Chia!_ll~~i cirç,onferenza dL R2 di centro ~ 0) e ~aggio r l'insieme dei 12unti 
(x, x) 

0
di,. ~ 2 le_ cui,..,c.oo:ç_~ip.ate , §.Oddifilgn,o ~Jl'egB,aziot;!e (3.4 ). 

= C,bia.[llasi,cerchi_o chiuso o aaerto, di R2
, di centro (x0~y0' e raggio r, l'insieme 

... • ,.« 

dei P,unti ~ .... y) di R2 le cui coor_,fiinate sodg_isfan o alla dis~quazione (4.1) o (4.2). 
,Chiamasi rettan,goloi-cb~YJ,0, o aperto, di R2 l7i°nsieme dei punti~ di B,2 

I~ 
244 l e e 4 • 

cui coordinate soddisfano a rel,azioni del tipo (4.,2) . o. (4.4 ), ,,o, _ciò .s.he è lo _st~ss2z 
~n sottoinsieme di R1 del ti20 [ a

1 
b 1 x [ c, d] o ~el tipo ] q., b _[ x l c, d [, con a < b 

e c :,;, d. ,... 

0J bene, l'i_nsit m~ ~ ,-~ aud.o,,,sia...stato nw.uito della_s,.Lruttura di pJ~no eu@ eo 
uso 

.cosi co!°; sopra precisato
1 

cp!amasj_ pia!J.O _çazt(}s.ign9™ Q. a,nçJ1e Diano num_eJic.g. 

5.2. Osservazione. Se si tenesse presente la definizione assiomatica della geo­
metria euclidea piana, si potrebbe riconoscere nel piano cartesiano R2 un modello 
di piano euclideo. Riteniamo però opportuno guardare a R2

, munito della suddetta 
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struttura, cosf come del rest<Yabbiamo fin qui fatto, come a qualcosa di distinto da 
un piano euclideo, e guardare a quest'ultimo come a un concetto preacquisito e 
consolidato attraverso la nostra cultura geometrica. 

A proposito della metrica euclidea, è importante mettere in luce che 

5.3. Teorema. La metrica euclidea d in R2 gode delle seguenti proprietà: 

1) d (P., q) ?!J] qua{1Jnq1&,e siq.no i puntz R e q di R2
; 

~ d(E, q) = 0 7 ~ .Q = CJ;, 
3) d(p, q) d! q, e). qualun,<J;'e siano i eunti p e q di R2

; 

.,i)_J d(p,z)-d~ q) l<d(p,g)~d(p,z)+d(z,q) qualunque siano i p_unti p, q, 
z di ~2

• (gropri~tà ,T:1~golar~J;. 

Dimostrazione. Le prime tre SJmO p~e. Q).Janto alla 4), essa è anche ovvia se 
p, q e z sono allineati. In tal caso è vera l'ufil!agfianza a clestra o a sinistra della 4) 
a seconda che z sia interno op~ure esterno al segmento di estremi P,, e.9.~e invece 
i tre p_un ti,.z, B. e g, non sono allineati, la 4) traduce la situazione geometrica nota 
che in un triangolo la misura di un lato è minor_e della somma delle misure degli 
altri due lati e magmore clella differenza, in valore assoluto, delle misure degli altri 
du.e lati.j Ad N7iiici & 

Complementi. 

· 1. La diseguaglianza a sinistra nella 4), ld(p, z) - d(z, q)I <d(p, q), si può ottenere 
come conseguenza della diseguaglianza a destra, d (p, q) s d (p, z) + d (z, q). Infatti, supposto 
che quest'ultima sia valida per ogni terna p, q, z di punti di R2

, si ha 

e quindi anéhe 

d(p, z)sd(p, q) + d(q, z) 

d(z, q) <d(p, q) + d(z, p) 

d(p, z) - d(q, z) <d(p, q) 

d(p, z) - d(z, q) > - d(p, q) 

e queste due relazioni sono equivalenti all'altra Id (p, z) - d (z, q) I< d(p, q). 

2. È possibile dare una dimostrazione algebrica diretta della diseguaglianza 
d(p, q) sd(p, z) + d(z, q). 

Posto p = (x1 , y1), q = (x2 , y2), z = (x3 , y3), la diseguaglianza da provare è 
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Ora, essendo (ai+ a~) (bi+ b~) - (a 1b2 - a2b 1)
2 = (a 1b 1 + a2b2)

2
, si ha (a 1b1 +a2b2)

2 ~ 
< (af + a

2
2 ) (bi+ b~) o, ciò che è lo stesso, I a 1 b 1 +·a2b2 I~,/ (ai+ a~) (bi+ b~) che implica 

a
1
b

1 
+ a

2
b

2 
< ,/ (ai + a~) (bi + b~) . Tale diseguaglianza è equivalente all'altra 

che si può scrivere 

diseguaglianza, questa, equivalente a quella richiesta. 

6. Riferimento polare in un piano euclideo. 

Siano: TI un piano euclideo nel quale sia stato scelto un verso positivo di rota­
zione, X una retta orientata, o un punto di X. Se p è un qualunque punto di TI 
diverso da o, sia Xp la semiretta orientata di origine o passante per p. Restano 
allora individuate la distanza {l di p da o e la misura generalizzata in radianti ~ del 
sostegno dell'angolo orientato positivo + XXp, determinata a meno di multipli 
interi relativi di 2n (cfr. Appendice I). I numeri {l e ~ cosi determinati si chiamano 

• 

o X 

Fig. 6.1 

coordinate polari del punto p. Piu precisamente: {l chiamasi raggio vettore o 
modulo del punto p, e~' determinato a meno di multipli interi relativi di 2n, chia­
masi anomalia o argomento del punto p. Si conviene poi che il punto o abbia 
modulo nullo e argomento un qualunque numero reale. Se p è diverso da o, il 
valore ~* dell'argomento del punto p soddisfacente alla limit;;tzione 

- 1C < ~* < 1C 

• 
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chiamasi argomento principale di p. 
Orbene, quando in un piano euclideo orientato sia stato fissato un asse X, 

scelto un suo punto, e sia stata considerata l'applicazione che ad ogni punto p di 
II fa corrispondere le coordinate polari di p sopra definite, si dice che nel piano II 
è stato introdotto un sistema di coordinate polari di polo o e asse polare l'asse X. 

Supponiamo ora che nel piano orientato II siano stati simultaneamente consi­
derati un sistema di coordinate cartesiane di origine il punto o e assi coordinati X 
e Y, e un sistema di coordinate polari con polo coincidente con o e asse polare 
coincidente con l'asse X. È allora evidente che dalle coordinate polari Q, {) del 

y 

• 

i) 

o X X 

Fig. 6.2 

generico punto p del piano si può passare alle coordinate cartesiane x, y per 
mezzo delle uguaglianze 

(6.1) 
{
X= Q COS {) 

y = Q sen {) 
(formule di passaggio dalle coordinate polari alle 
alle coordinate cartesiane) 

Viceversa, dalle coordinate cartesiane x e y del generico punto p * o 
sare alle coordinate polari Q e {) per mezzo delle uguaglianze 

. ' s1 puo pas-

X 
cos iÌ = J 2 2 X + y 

(6.2) 

y 
sen {) = J 2 2 

X + y 

che si ottengono risolvendo le (6.1) rispetto a Q e fJ. Si osservi che le seconde delle 
(6.2) determinano univocamente l'argomento principale {)* E ] - n , n] e che 
quindi tutti gli altri valori di {) sono dati dai numeri {)* + 2kn , con k E z. 

Un'analoga situazione sussiste se il sistema di coordinate polari ha polo coin­
cidente con un punto o' * o e asse polare l'asse passante per o' ed equiverso 
all'asse X. Se x0 e y0 sono le coordinate del punto o', le relazioni analoghe alle 
(6.1) e (6.2) sono le seguenti 

r 
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{ 
X =Xo + Q COS f} 

Y = yo +Q sen fJ 

cos {) = -;========-I 
X - ·Xo 

J (x - Xo)
2 + (y - Yo)2 

Q = J (x - Xo)
2 + (y - Yo)2 

y-yu 
sen {) = -========:;; J (x - Xo)2 + (y - Yo)

2 

y 

Xo X X 

Fig. 6.3 
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6.1. Osservazione. Tutto ciò che si è detto resta perfettamente valido se come 
piano euclideo n si considera il piano cartesiano R2

. In tal caso le formule 6.1 e 
6.2 vanno interpretate come formule di passaggio dalle coordinate cartesiane alle 
coordinate polari dei punti di R2

, quando come sisten,a di riferimento cartesiano si 
consideri il riferimento canonico in R2

, in cui gli assi coordinati sono l'asse x, 
costituito dai punti del tipo (x, O), e l'asse y, costituito dai punti del tipo (O, y) . 

• 

7. I numeri complessi. Introduzione. 

Si è visto con1e con l'introduzione dei numeri reali trovano la justa soluzione 
12.roblemi come quello della misuréla dj_grandezze e 9l!e lo dell~_e,::ist~1;za della .sa dice 
n-in1a di un numero JJOSitivo. Alla base di ciò vi è la comP.letezza dell'..insieme .Bi il 

: a,. .- - a ~ 
..9.uale, come abbiamo vist~,__ha la struttu_r~ di ca1neo ordinato C0'!:1:JJlet,9.WRe~ a tut-
tavia l'impossibiiità g_i risolvere nell'a1nbito dei nu1neri reEli equazioni algeb"i'.'ièhe 
come la senmlicissima equazione x2= + 3 = O, che è eguivalente all'altri x

2 = - 3 : w n • un n --wcec n •• ara a sv w 

difatti non esiste alcun numero reaLe. il çui _g,uadrg.to ~ia U!), !1!:,1;1er.o reale n.~&~.!iv?, 
o, se si vuole non esiste nel~_an1bito dei,. nun1eri re_ali Ja 1;adic..e_@adrata di un 

a tC 

nUI!J,,yLOJ eal~ negativQ. 
• 
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L'es!ge_nz~ cli.J!are un q!!.~k.he sigui!ic;:atq ,alla radice quadrata di un numero 
Lr e a rt • .,.,. a 

reale neg
1

atb72, si po.se,.,Per la prima volta nel sedicesinio ,secolod~.J?roposito della 
risoluzione dell'equazione di terzo grado. La formula di risoluzione di tale egua­
zione, data da Gerolamo Cardano (1501-1576) nel 1545(1>, Eortava infattit..9uando 
l'equazi<?,ne av~,va tr~ soluz,top.i reali e p stinte, a radici quadrate di numeri reali 
':1$g~tivi, P-ur essendo il risultato costituito da soluzioni reali. 

L'im12ossibilità di considerare nell'ambito dei numeri reali la radice quadrata 
di un numero r~ e n~~!ltivo _porta alla ricerca di un insieme numerico C piu 
ampio dell'insieme R dei numeri reali, il guale sia strutturato anch'esso come"' 

• camp_o_ e nel qu,ale sia J),2SSÌbile I'è strazione della radice quaqrata di -~n n~ ero 
.reale negativo. _Si può subit<? osservare che un insieme numerico C p[u amP.io af'"It 
_gode di.quest~ tima pro~,r!.e,!à se esiste un nuovo elemento di C, ... denotiamolo con . 
i, tale • che i2 = - 1. Infatti se a è un ntiinefo reale negativo, i numeri 

J_.G_ e - i Fa godono della pro2rietà che (i [~J2 = (- i ~ = _a. Ne 
consegtie in P.artico are che (i l].)2 = (- i. J3)2 = - 3 e quindi i J 3 e - i ~ 
entrambi soluzi9ni dell'eguazione x2 = - 3. 
- nn ZEN & 

8. La definizione ingenua dei numeri complessi. 

r,e precedenti considerazioni p_prtano in una prima fase, i1J:.g! nua, a conside- . 
rare l'insieme Cdi tutte le esp_ressioni g_ella formL x +,,i& goye x e Y- son,9 .. num~ri .. 
reali e i è una nuova entità g9_dente deJla prof>riet~_che i2 =-1. In tale insieme C 
vengono ad essere evidentemente inclusi i numeri reali, potendo questi essere otte­
nuti dall'espressione x + iy per y = O. Se in C vengono introdotte le operazioni di 
addizione e di DJ.Oltiplicazi?ne, trattando x + ~y come una l!Q,rmale es12ressione 
nell'ambito dei numeri reali, ma tenendo in più presente che i2 = - 1, se cioè s1 

pone 

(x + iy) + (x' + iy') = (x + x') + i (y+ y') 

1
(x + iy) · (x' + !il = (:zx;, - yy') + i (; Y' ~ x'y), . 

si verifica facilmente che C ha risQetto a tali operazioni + e - la struttura di 
"ri:iZ J 'Il.,; 

campo. Lo zero ,.@l camP.Q si ottiep e, p_e~ x = y = O e coincide con lo zero dei 
numeri reali, l'uiiità del campo si ottiene per x = 1 e y = O e coincide col numero 
reale 1. Inoltre l'op2 osto di x + iy è 

1 Le formule risolutive delle equazioni di 3° e di 4° grado furono pubblicate da Cardano nel 
1545 e si possono considerare come il piii importante risultato ottenuto nel settore dell'Algebra, do­
po quattromila anni, da quando i Babilonesi avevano dato la formula risolutiva dell'equazione di 2° 
grado. Come il Cardano stesso affermò, l'idea della risoluzione dell'equazione di 3° grado l'aveva 
avuta Nicolò Tartaglia (1500-1577) n1entre la risoluzione dell'equazione di 4° grado era stata trovata 
da Ludovico Ferrari (1522-1565) . 

• , 
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- (X + iy) = - X - iy 

e il reciproco di ogni elemento x + iy =1= O è 

X . y 
- i ~--e 

x2 + Y2 x2 + Y2 
/ 1 = X - iy 

x + iy (x + iy) (x - iy) 

ottenuti, come si vede, formalmente operando come sull'insieme dei numeri reali. 
Orbene, gli elementi di C si chiamano numeri complessi e consegy.entemente 

C ch iamasi insieme dei numeri complessi. 11 numero compfesso i si chiama unità 
. . . 
immagznarza. 

9. La definizione assiomatica dei numeri complessi. 

Si pone gui un J:)roblema analogo a quello ··in cui ci sia1no imbattuti . quando 
abbiamo presentato gli ~insiemi numer~ci N, z, Q e R: sti ope

2~!P~ .. P'esfgen1 a d[ 
una definizione p_iji soddisfacente, dal {)Unto di vista logico, dell'insieme dei 
numeri co!!!{'lessij A t~le=~cogo, si parte. dgll~, constste,zione ç_he, cosf come l'ab-

. biamo definito nel n. 8, .,.,.l_. .. 'ip .. s':'!i .. e..,.me"l"'!'C"'"':":' d7 .. i ... "'!'"'num_,e_,r':"'i ..,,c,. .... Q..,.!Jl,..R,..l_e._ss .... i,"'_• ri-:-se .. e. t_to-:a-:-ll_e_, _d_u_e_g pera­
zioni + e . di addizione e di moltiplicazione è un cami:o eh~ contiene come suo 
sottocampo il campo ordinato dei numeri reali e inoltre contiene un elemento i 
godente della proprietà i2 = - 1. Orbene, sono pr9e.rio queste !e .p,r~pcytà su,c4.i 
sLQuò basare la definizione assiomatica di C. Si deve solo avere l'accortezza di 
considerare un campo che sia il .&iti 12l_cs_olo ,possibile. In pro;eos!to_ sussiste il 

la seguente 

9.1:"Teorema. Sia ~ un campo, risp_,etto a due op_erazioni di addizione e di 
o 

moltiplicazione, + e ·, ~adente 4g,lle,,~seg_u~nti proe.riett}; ;, , 

J,,) <t' coçnte,nga un sot,JO~flmpo ordinato comP.Jeto, o, _se ,si v.uQ}e,. r,· co1J-,tJnga 
come suo sottocampo il ca'!!e,.o ordinato comP._leto R dei numeri reali(1 l ; 

2) <t' contengg .un elemento i tal~ eh! i2 = - 1,. 

, ,i_llora, p_er ogni z E ief_!.siste af.J?_j u una CO[!R,ia {x, y) [il numeri real~ ~ali che 

7 
Z sia esprimibile _nella forma Z =X+ _iy, e ~! SOt~9insiem~ f di <t cqstituitQ, dagli ... 
elementi z suscettibili di tale decQ11JJ)ostzione .è il.J?.iu_J?i.ccolg .§_Ottocamrzo pi Cf6 

godente delle stesse proprietà 1), 2). 

' Abbiamo già detto che il campo ordinato dei numeri reali è definito a 1neno di iso111orfismi. 
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Dimostrazione. Allo scopo di _EVare che se z e~ e (x, rj e (x',y~l sono d3 7• 
_coppie di numeri reali tah cfie simultaneamente si ha z = x + iy e z = x' + iy', 
wc 
necessariamente è x = x' e y = y', basta osservare che l'ug!.!agl!anza 
~ +·i)!,= x' +)i è _e_guivalente all'altra x -x; = - i (y-y_')~ cfie a sua volta implica 
(x-x')2 = - (y-y')2

, ugua&lianza quest'ultima va,llda se e solo se x=x e •. ~ ~ '· 
Quanto al ,Iatto_çhe C sia un :::amp,2 godente delle stesse proprietà..,,! ) e, 2).lij 

cui ~??e J;, la. y~rific~ uè stata. gi~. fat@_llel n. 8, anche se gli elementi del tipo 
x + ~X .erano, st~ti rim ardatiJ.L~ome semP,lie;i es-gres§joni formali. Infine, che C sia 
il piu piccolo s~ttocallJQO fii Cf godente della prog rietà I) e 2) è ovvio giacché un 
9 ualun,9ue sottoc~mpo. ,di ~ godente delle proerie@ ! ) e 2) deve necessariamente 
contenere gli elementi del tÌQO x + iy e @.indi co1JJep ert;, C. -

Il teorema 9.1,permette di dare la seguente definizione assiomatica dell'in­
sieme dei numeri complessi 

9.2. Definizione. L'insieme C dei numeri complessi è un insieme munito di 
çl~e qp~ra3ioni, di adà izi~ ne e éli molÌiplicaz1one..!. + e, · , ri.s.2$!tto alle ,9gali sia un., 
campo godente delle segl,!enti ptQprietà.: • 

..l)_C . .,ç_ogtiene COJne suo sottocamy o il camp2 ordinato.co~pleto R dei numeri 

reali; 
2).y.§i~ ,u n_elemento J di çi- detto unità immaginaria, tale çh$ i 2 = - 1;<

1
> 

,J) C non contiene sottoc~mgt.,Rropri godenti delle stesse proprietà 1) e 2),;. 

La definizione 9.2 individua perfettamente quello che nel n. 8 abbiamo presen­
tato in maniera ingenua come l'insieme dei numeri complessi. A giustificazione 
dell'indipendenza dell'insieme da assumere come campo dei numeri complessi, è 

doveroso però aggiungere che si può provare che due campi godenti delle pro­
prietà 1), 2), 3) sono sempre isomorfi tra Joro<2

> e debbono essere quindi conside­
rati come due modelli diversi dello stesso tipo di struttura. 

9.3. Osservazione. Per il modo in cui è stato definito, il campo C dei numeri 
complessi, pur contenendo come suo sottocampo il campo ordinato completo dei 
numeri reali, non è però un campo ordinato. Ove mai esistesse, infatti, una rela-

1 È ovvio che se l'elemento i E C gode della proprietà i2 = - l, allora si ha anche (- i)
2 = - 1, 

ed è facile verificare che non esistono altri elementi x diversi da i e da - i godenti della proprietà 
x2 = - 1. Non appena infatti l'elemento x è tale che x2 = - l, ossia x2 + l = O, essendo 
x2 + l = (x + i) (x - i), deve necessariamente aversi x = i oppure x = - i. 

2 Si può dimostrare il seguente teorema: Siano C1 e C2 due campi godenti delle proprietà 1), 2) e 
3), R, e R

2 
i sottocampi reali e i 

1 
e i2 le unità immaginarie di C1 e C2 rispettivamente. Allora esiste 

uno ed un solo isomorfismo di C1 su C2 (nel senso che valgono le proprietà ii) e iii) della definizio­
ne 2.12 del cap. III), che induce un isomorfismo (nel senso completo della stessa definizione 2.12) 
tra R, e R2, e che trasforma i, in i2 . 
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zione d'ordine totale < in C, compatibile con le ·operazioni in C, si dovrebbe avere 
necessariamente -1 < O, e nello stesso tempo, sia che fosse i > O oppure i < O, 
si dovrebbe avere i2 > O, cioè - 1 > O, il che non è possibile. 

A completamento di quanto fin qui è stato detto, mostriamo che è possibile 
costruire un campo C soddisfacente alle proprietà l}, 2) e 3) della definizione 9.2, 
prendendo come punto di partenza il campo ordinato completo R deì numeri 
reali. A tale scopo si osservi dapprima che se un tale campo C esiste, potendo scri­
vere ogni elemento di C nella forma (univocamente determinata) x + iy, con x e y 
appartenenti a R, ogni elemento di C individua ed è individuato da una coppia 
(x, y) di numeri reali, venendosi cosf a stabilire una corrispondenza biunivoca tra 
C e R2 . La struttura di campo di C viene cosf ad essere trasferita in R2

, ponendo 

(x, y) + (x', y') = (x + x', y + y') 

(x, y) · (x', y') = (xx' - yy', xy' + x'y). 

In tale struttura di campo cosf ottenuta in R2
, lo zero e l'unità sono rispettiva­

mente le coppie (O, O) e (1, O), il sottocampo reale è l'insieme delle coppie del tipo 
(x, O), l'opposto di un elemento (x, y) è (- x, - y) e il reciproco di un elemento (x, y) 

* (O, O) l'elemento ( 2 x 2 , x2- y 2 ) . Infine l'unità immaginaria i è la coppia 
X +y +y 

(O, 1). Ciò premesso, il problema è sostanzialmente risolto: basta cambiare il punto 
di partenza. Infatti si verifica facilmente che un campo C soddisfacente alle pro­
prietà 1), 2) e 3) è proprio l'insieme R2 munito delle due operazioni + e - , cosf 
come prima precisato, in cui come unità immaginaria i si prenda la coppia (O, 1), 
e come sottocampo reale l'insieme delle coppie del tipo (x, O). 
Evidentemente, poiché in base a queste ultime considerazioni l'insieme C dei numeri 
complessi è equipotente a R2

, e poiché quest'ultimo ha la potenza del continuo 
(cfr. teor. 13.3 del cap. III), C ha la potenza del continuo. 

10. La rappresentazione geometrica dei numeri complessi. 

Si è visto nel numero 9 che ogni numero complesso si può porre nella forma 
x + iy, con x e y numeri reali, univocamente determinati. Tale notazione, che 
viene stabilita quando si dia un'impostazione assiomatica dei numeri complessi, ed 
è addirittura il punto di partenza nella loro definizione ingenua data nel numero 
8, si chiama notazione o forma algebrica dei numeri complessi. Se z è un numero 
complesso espresso nella forma algeb-ri·ea x+iy, x si chiama parte reale di z e si 
denota .col simbolo ~e(z), iy si chiama parte immaginaria di z e si denota col 
simbolo c,rm(Z), mentre y si chiama coefficiente della parte immaginaria di z. 

. . 
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Poiché l'applicazione che ad ogni x + iy e C fa corrispondere il punto 
(x, y) e R2 è un'applicazione biunivoca di C su R2

, e poiché R2
, come· si è visto 

nel numero 5, si può rappresentare geometricamente còn l'insieme dei punti di un 
piano euclideo nel quale sia stato introdotto un sistema di coordinate cartesiane, 
di questa stessa proprietà gode C. Quando si consideri tale rappresentazione geo­
metrica di C su un piano euclideo, il piano dicesi piano complesso o piano di 
Gauss. In tale rappresentazione, il punto p del piano complesso, che sia il corri­
spondente del numero complesso x + iy, si denota con lo stesso simbolo x + iy, 

• 

y 

y ~--- x+iy 
I 

- 1 O 1 X X 

- i .. 

Fig. 10.l 

che per questi motivi si chiama anche notazione o forma cartesiana del numero 
complesso. Evidentemente, i numeri reali vengono rappresentati con i punti 
dell'asse delle ascisse, che per questo motivo si chiama asse reale, mentre i numeri 
complessi del tipo iy, detti immaginari puri, sono rappresentati con i punti 
dell 'asse delle ordinate, che per questo motivo chiamasi asse immaginario (vedi 

fig. 10.1). 
Sotto l'aspetto storico, la rappresentazione geometrica dei numeri complessi fu 

per la prima volta considerata da Caspar Wessel (1745-1818) in un lavoro pubbli­
cato nel 1798, e una trentina di anni dopo da Friedrich Gauss (1777 -1855). Il 
lavoro di Wessel rimase però sconosciuto e pertanto la rappresentazione geome­
trica dei numeri complessi viene solitamente attribuita a Gauss. 

La rappresentazione geometrica dei numeri complessi permette una semplice 
interpretazione geometrica delle operazioni di addizione e di sottrazione. Se un 
punto p del piano complesso n lo si considera come secondo estremo del seg-

-+ 
mento orientato op, avente come primo estremo l'origine o degli assi, si stabilisce 
una corrispondenza biunivoca tra i numeri complessi e i segmenti orientati di 
questo tipo (vedi fig. 10.2), secondo la quale, dati due numeri complessi z1 = x1 + 
+ iy

1 
e z2 = x2 + iy2, il numero complesso somma z1 + z2 è individuato dal 

secondo estremo della diagonale orientata di origine o del parallelogramma di lati 
oz

1 
e oz

2 
(vedi fig. 10.3) e i numeri complessi .differenza z1 -z2 e z2 -z1 sono 

individuati dai secondi estremi dei segmenti orientati di origine o e equipollenti ai 
-+ -+ 

segmenti orientati z2z1 e z1z2 rispettivamente. Questa regola geometrica per 
individuare nel piano complesso i numeri complessi z1 +z2 , z1 -z2 e z2 -z1 va 
sotto il nome di regola del parallelogramma. 
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zy 

. p = x+zy iy 
I 
I Z2 
I 

o X X Z2 - Z1 

Fig. 10.2 Fig. 10.3 

11. Modulo di un numero complesso. Coniugato di un numero complesso. 

11.1 Definizione. Chiamasi modulo di un numero complesso z = x + iy, e si 
denota col simbcilo I z I, il numero reale / x2 + y2 

. 

Evidentemente, in un piano complesso n il modulo di un numero complesso 
z = x + iy rappresenta la distanza dall'origine del punto p del piano corrispondente 

a z (cfr. fig. 11.1) . 
• 

p = Z = X+ iy op=/?+ y2 
IZI = 1x + iyl = ./~x~2 -+-y-2 

o X 

Fig. 11.1 • 

Si verifica facilmente che 

11.2. Teorema. Se z1 e z2 sono due numeri complessi, si ha 
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Dimostrazione. Per provare la proprietà triangolare, basta tener presente la 
rappresentazione geometrica dei numeri complessi, nonché la regola del parallelo­
gramma (vedi fig. 10.3). Le altre due proprietà, p.Qi, sono anch'esse di verifica 
immediata. 

11.3. Definizione. Chiamasi coniugato di un numero complesso z = x + iy, e 
si denota col -simbolo z, il numero complesso x - iy . 

Evidentemente 

11.4. Teorema. Se z = x + iy è un numero complesso, allora 

' --(- z) = - z , z + z = 2x , z - z = 2iy 

z . z = x2 + y2 = I z 12 
, 

ossia il coniugato dell'opposto di un numero complesso è l'opposto del suo 
coniugato, la somma di un numero complesso e del suo coniugato è 2 volte la 
parte reale, la differenza di un numero complesso e del suo coniugato è 2 volte 
la parte immaginaria, il prodotto di un numero complesso e del suo coniugato è 

uguale al quadrato del suo modulo. 
Inoltre, se z1 e z2 sono due numeri complessi, si ha 

' 

ossia il coniugato della somma, del prodotto, del quoziente di due numeri com­
plessi è uguale rispettivamente alla somma, al prodotto, al quoziente dei coniu­
gati dei numeri complessi dati. 

Esercizi. 

1. Tenendo presente le espressioni del quadrato e del cubo di un binomio note per i 
numeri reali , ma che valgono anche per i numeri complessi, si eseguano le seguenti opera­

zioni di elevamento a potenza 

( 1 - 2i) 2 
' (2 + i) 3 

. 

2. Si eseguano le seguenti operazioni di divisione, moltiplicando numeratore e denomi­

natore per il coniugato del denominatore 
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1 - ' . 
l 

1 __ , 

(1 - Q 
3 - i 

4 + Si 

3. Si verifichi che le potenze di esponente un intero positivo dell'unità immaginaria si 
ripetono a cicli di 4 secondo il seguente schema 

l 

l 

i4n- 3 

-1 

·2 
l 

i4n- 2 

-i 

·3 
l 

i4n-l 

1 

·4 l 

4. Si dica in quale quadrante del piano complesso si trova il punto rappresentativo del 
numero complesso 

(
2 + 3i _ ·) 

4i 
1 

1 
. '7j' . 

l 

12. Fonna trigonometrica di un numero complesso. 

Su un piano n, nel quale sia stato introdotto un sistema di coordinate carte­
siane, si rappresenti l'insieme C dei numeri complessi. In rr si consideri anche un 
sistema di coordinate polari, con polo coincidente con l'origine degli assi carte­
siani e asse polare coincidente con l'asse delle ascisse (cfr. n. 6). Se x + iy è un 
numero complesso, e p è il suo punto rappresentativo nel piano complesso rr, 
siano Q e -i) le coordinate polari di p rispetto al riferimento polare. Evidentemente 
il raggio vettore (1 di· p coincide col modulo del numero compl~sso x + iy. L'argo-

.' 
mento -iJ di p, che .si chiama argomento. dlfl numrro cor,nplesso x + iy, è determi-
nato a meno di multipli interi relativi çi 2n se x + iy =I= O, è un qualunque numero 
reale se x + iy= O. Se x + iy * O, l'argomento principale -i)* di p, cioè quello sod­
disfacente alla limitazione - n < -i)* < n, chiamasi argomento principale del 
numero complesso x + iy. Per quanto detto nel n. 6, il legame tra la coppia (x, y) e la 
coppia (Q , -il) è espresso dalle (6.1), dalle quali si ottiene x + iy = (1 (cos -i) + 
+ i sen -il); mentre le (6.2) consentono di calcolare il modulo e l'argomento del 
numero complesso, nota la sua espressione algebrica. La notazione 

Q ( cos -i) + i sen -il) 
t 

si chiama· notazione o forma trigonometrica del numero complesso x + iy e 

• 
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iy 

" verso positivo 
P = X + iy di rotazione 

o X 

Fig. 12.1 

qualche volta viene sostituita da quella piu semplice (Q , r,). 
È evidente che: ogni numero reale x > O ha modulo x e argomento uno qua­

lunque dei numeri 2kn, con k E Z, mentre l'argomento principale è O; ogni 
numero reale x < t) ha modulo Ix I, argomento principale n e quindi argomento 
uno qualunque dei numeri n + 2kn, con k E Z; ogni numero complesso immagi­
nario puro iy, con y > O ha modulo y, argomento principale n/2 e quindi argo­
mento uno qualunque dei numeri n /2 + 2kn, con k E Z; ogni numero complesso 
immaginario puro iy, con y < O, ha modulo IYI, argomento principale -n/2, 
e quindi argomento uno qualunque dei numeri - n 12 + 2kn, con k E Z . 

La forma trigonometrica di un numero complesso è molto importante, come 
vedremo tra poco. Intanto è evidente che: 

12.1. Proposizione. Due numeri complessi sono uguali se e solo se hanno lo 
stesso modulo e gli argomenti che differiscono per un multiplo intero relativo di 

2n. 

Proviamo ora che 

12.2. Teorema. Il prodotto di due numeri complessi è un numero complesso 
che ha per modulo il prodotto dei moduli e per argomento la somma degli argo­
menti dei numeri complessi dati. Il quoziente di due numeri complessi è un 
numero complesso che ha per modulo il quoziente dei moduli e per argomento 
la differenza degli argomenti dei numeri complessi dati. Conseguentemente, la 
potenza di esponente un intero relativo k * O di un numero complesso è un 
numero complesso che ha per modulo la potenza k-ima del modulo e argo­
mento il prodotto di k per l'argomento del numero complesso dato. 

Dimostrazione. Siano Q (cosi,+ i seni,) e g' (cosi,'+ i seni,') due numeri com­
plessi. Si ha 

g ( cosi, + i seni,) . g' ( cosi,' + i seni,') = gg' [ ( cosi, cosi,' - seni, seni,') + 
• 

+ i (cosi, seni,' + seni, cosi,')] 



e quindi 

(1.2.1) 

Il piano cartesiano. I numeri complessi 153 

Q ( cosi) + i senb) ·. q' ( cosi)' + i senb') = 

= QQ'(cos (()+()')+i sen (()+()')). 

Da qui, per l'unicità del reciproco di un numero complesso non nullo, si ha 

1 1 

( 
_q. • _q.) = - (cos (- rJ) + i sen (- 11)) 

Q COSu + l senu Q 

e conseguentemente 

(12.2) 
q' ( cos()' + i senl1') · q' 

( 
_q. • _q.) = - [ cos (()' - rJ) + i sen (rJ' - 1')] 

Q COSu + l senu Q 

Dalle (12.1) e (12.2), se k è un intero relativo non nullo, si deduce la formula 

(12.3) [q(cos() + i senrJ)]k = gk(cosk1' + i senkl1). 

La 12.3 prende il nome di formula di Moivre sulla potenza intera di un 
numero complesso. La formula (12.1) permette di dare nel piano complesso una 
semplice interpretazione geometric·a del prodotto di due numeri complessi. Infatti, 
se z e z' sono due numeri complessi e (Q, ()) e (Q', 11') sono le loro rispettive espres­
sioni trigonometriche, il numero complesso prodotto zz', avendo espressione tri­
gonometrica (Q. q', b + ()'), nel piano complesso è rappresentato dal punto che si 
trova ad una distanza QQ' dall'origine del sistema del riferimento, sulla semiretta 
Xzz' tale che la misura generalizzata in radianti del sostegno dell'angolo orientato ...... 
+ XXzz', sia 11 + ()' (vedi fig. 12.2). 

• 

o X 

Fig. 12.2 

J 
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Esercizi. 

1. Si pongano in forma trigonon1etrica i numeri complessi 

-/3-i ' 
1 /3. ---z 
4 4 ' 

1 - i . 

A titolo di esen1pio, poniamo in forma trigonometrica - /3 - i . Il modulo di tale 
numero è 

Q =/ (- /3)2 + (- 1)2 =f4 = 2 

e l'argomento è quel numero &, determinato a meno di multipli interi relativi di 2n, tale che 

/3 1 , cos& = - 2 , sen& = -
2 

. 

Evidentemente, tali uguaglianze sono soddisfatte per & =; + 1r = i 1r e quindi l'argomento 

del numero -/3 - i è uno qualunque dei numeri &= ;n + 2kn, con k e Z. L'argomento 

principale è &* =; n - 2n =-! 1r . In conclusione si può scrivere, scegliendo per esempio 

7 
&=61l' 

- /3 - i = ( 2, i 1r) = 2 ( cos ; n + i sen ; n) . 

2. Si calcoli, usufruendo della forn1ula di Moivre, il numero complesso 

(l+i)4
. 

Poniamo 1 + i in forma trigonon1etrica. Il suo modulo è Q = ,/2, l'argomento è un 
qualunque numero & che soddisfa alle uguaglianze 

1 
cos& = [2 , 

1 
sen& = /2. 

Evidentemente tali uguaglianze sono soddisfatte per & =: : questo è quindi l'argomento 

principale del numero 1 + i, mentre : + 2kn , con k e Z, è un qualunque altro valore 

dell'argomento. 
Per la formula di Moivre si ha 

(1 + i) 4 = ( [2 , :)
4 

= ( [24, n) = 4 (cosn + i senn) = - 4. 

3. Si esegua il prodotto 
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(- i) (3 - 3i) 

oltre che algebricamente, ponendo i due numeri complessi in fo rma trigonometrica. 

13. Radici n-ime di un numero complesso. 

Si è visto che se x è un numero reale positivo e n è un nun1ero naturale, esiste 
un unico numero reale positivo y tale che yn = x. Tale numero si chiama radice 
n-ima di x e si denota con n,/x . Si è poi osservato che se x è negativo e n 
dispari, il numero y =-nJ (-x) continua a godere della proprietà che yn=x. Se 
n è pari e x > O allora oltre al numero y = ",/x anche i'opposto - y = - n[x 
gode della proprietà che (- y)n = x. Tutto questo nel campo reale. Nel campo 

complesso si è visto che se x è un numero reale negativo ed è n=2, allora i 
numeri complessi zv=i J - x e - w= -i/ - x godono della proprietà che 
w 2 = (-w )2 =x . È naturale allora chiedersi: « se z è un qualunque numero com­
plesso e n un intero positivo, quanti nurneri complessi .distinti w esistono tali wn = 
= z ?» Se chiamiamo un tale numero con1plesso w una radice n-ilna di z nel 
campo complesso, e lo denotiamo con "/z, il precedente quesito può essere 
posto nella forma equivalente: «nel can1po con1plesso quante sono le radici n-in1e 
distinte di un numero complesso z?» La risposta a tale quesito è data dal seguente 

13.1. Teorema. Di ogni numero complesso non nullo z esistono nel campo 
complesso n radici n-ime distinte, e n soltanto. Se l'espressione trigono,netrica 
di z è z = g(cosD' + i sen1"), le n radici n-ime distinte di z in forma trigonome­
trica si ottengono dalla formula 

(13.1) ( 
1" + 2kn 1" + 2kn) 'V Q ( coso + i sen1") = "[Q cos + i sen , 

n n 
• 

nella quale ''fp è la radice n-ima del numero positivo p nel campo reale, 
. dando a k i valori O, 1, 2, ... , n - l. 

Dimostrazione. Sia w un numero complesso, che poniamo in forma trigonome­
trica w=r(costp + isentp). Affinché esso sia una radice n -ima di z, cioè si abbia 
w"=z, occorre e basta, in virtu della formula di Moivre, che 

r" ( cosntp + i senntp) = p ( cos& + i senÙ'), 

e quindi.occorre e basta, a norma della 12.1, che esista un intero relativo k tale 
che · 
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n<p - ~ = 2kn . 

Ciò si veri.fica se e solo se 

~ + 2kn 
<p= 

n 

A questo punto si potrebbe incautamente pensare che di radici n-ime del numero . 
complesso z ce ne siano infinite, e cioè tante quanti sono gli interi relativi k. 
Invece è da tenere presente il fatto che due di tali radici corrispondenti ai valori 
k 1 e k2 . di k possono coincidere. Avendo lo stesso modulo, ciò si verifica se e solo 
se i loro argomenti differiscono per un multiplo intero relativo di 2n, cioè se e 
solo se esiste un intero relativo h tale che · 

• 
~ + 2k1n _ ~ + 2k2n = 2hn 

n n 

o, ciò è lo stesso, tale che k1 - k2 = nh. 
Se ne deduce che esistono n radici n-ime distinte di z e n soltanto, che si pos­

sono ottenere dalla (13.1) dando a k n valori consecutivi: per esempio ì valori O, 
1, ... , n - l. 

Poiché le 
dalla (13.1), 

n radici n-ime distinte del numero complesso z che si ottengono 

, 

( ! ~ 2n) 
W2 = Q ' n + -;; ' ... ' 

1 -(ii~ 2(n-l)n) 
Wn - Q , + , 

n n 
1 

· hanno lo stesso modulo Qn, esse sono rappresentate in un piano complesso da 
1 -

punti che stanno sulla circonferenza di centro l'origine e raggio Qn. D'altra parte 
gli argomenti di ogni coppia di tali radici, consecutive, differiscono dello stesso 
numero 2nln: allora le n radici w 1 , ... , Wn sono i vertici di un poligono regolare 
di n lati inscritto nella suddetta circonferenza (vedi la fig. 13.1 dove è contemplato 
il caso n = 5). 

Dalla (13.1) si deduce in particolare che le radici n-ime nel campo complesso 
di un numero reale positivo x si ottengono dalla formula 

~ ( 2kn 2kn) nrx = xn cos n + i sen n 

dando a k i valori O, 1, ... ,n-1. Per k=O si ottiene la radice positiva nel campo 
' 
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iy 

-
5 

X 

Fig. 13.1 

reale n[x. Se n è pari, per k = n/2 si ottiene l'altra radice n- ima reale di x, 
1 

x'n (cosn + i senn) = - n[x , opposta della precedente. 
Sempre dalla (13.1) si deduce che le radici n-ime nel campo complesso di un 

numero reale negativo x si ottengono dalla formula 

(13.2) n ,= I I! ( (2k + 1) n . (2k + 1) n) 
11 x = x cos + z sen , 

n n 

dando a k i valori O, 1, ... , n - l. Se n è dispari, per k = n -
1 

si ottiene l'unica 
1 · 2 

radice n-ima reale che è Ix I;; (cosn + i senn) = - n.JI x I , dove n.JI x I è la radice 
n-ima di Ix I nel campo reale. 

13.2. Osservazione. Se x è un numero reale negativo, la (13.2) si può anche 
. 

scnvere 
• 1 

"fx = I X I if · n~ - 1 

e pertanto le n radici n-ime nel campo complesso di x si possono ottenere molti­
plicando per ia radice n-ima di x nel campo reale le n radici n -ime nel campo 
complesso di - 1. In particolare, per esempio, 

Complementi ed esercizi . 

. 
1. Si calcolino le radici quadrate del numero complesso 1 + i . 



• 
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L'espressione trigonometrica di 1 + i è ( ,/2, n/4) (vedi esercizio 2) del n. 12). Perciò 
le due radici quadrate richieste si ottengono dalla formula · 

n n 
\ ~ 4 + 2kn 4 + 2kn) 

J 1 + i = V \ v ..,, 4) = 
4,/2 ( cos 2 + i sen 2 

dando a k i valori O e J.. Le due radici sono dunque 

• 

n 
1 + cos 4 . 

2 +l 

n (I) 
1 - cos -

. 4 

2 

( cos ! n + i sen !n) = - 4,{2 ( cos ; + i sen ; ) = 

2. Si calcolino nel campo con1plesse le radici 3/T., 30 e si individuino i loro punti 
rappresentativi nel piano co1nplesso. 
Si ha 

311 - 2kn . 2kn v 1 = ,,; (1, O) = cos 
3 

+ z sen 
3 

per k = O, 1, 2, 

e quindi le tre radici cubiche di 1 sono 

Wo = 1, 
2 . 2 n . n 1 .[3 

w1 = cos 3 n + 1 sen 
3 

n = - cos 
3 

+ z sen 
3 

= -
2 

+ 1. 2 . 

4 . 4 n . n l .[3 
w2 = cos 

3 
n + 1 sen 

3 
n = - cos 

3 
- z sen 

3 
= -

2 
- z 2 · 

Si ha poi 

n n 
3 ..,--- -- - - + 2kn - - + 2kn 

3F;.= (1,-;)=cos 
2 

3 
+isen 

2 
3 

per k = O, 1, 2 

' Applicando le formule di bisezione (vedi Appendice I, nu1n. 7). 
2 Si noti in proposito che dalla (13.1) consegue che le due radici quadrate nel campo complesso 

di un qualunque numero complesso sono una opposta dell'altra . 
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e quindi 

w0 = cos - - + z sen - - = 'i...::!. - - z ( 
1C) . ( 1Z) 0 1 . 
6 . 6 2 2 

1C • 1Z • 
w 1 = cos - + i sen - = z 2 2 

7 .• . 7 n . n [3 1. 
w

3 
= cos - n + z sen - n = - cos - - z sen - = - - - - z 6 6 ' 6 6 2 2. 

Nei due casi esaminati le radici si rappresentano nel piano complesso come nelle 
seguenti figure 

. 1 . ..f3 
W 1 = --+z-

2 2 

1 . ..f3 ---4---
w =- - -1-

2 2 2 

W0 = 1 

..f3 1 . 
W2=- - - -l 

2 2 

Fig. 13.2 

W = I _...__1 

- -
6 

3. Si calcolino le seguenti radici nel campo complesso 

4J-1-i' 

..f3 1 . 
w0 =- - -z 

2 2 

4. Se e è una delle n radici n-ime del numero 1 nel campo complesso, qualunque sia 
l'intero h si ha 

(ch)n = (e")" = 1. • 

Perciò anche c11 è una radice n-ima di 1. 

Si dimostri che 

Teorema. Sia e una delle radici n-zme di 1 ottenuta dalla fonnula 

2kn . 2kn 
cos + 1 sen 

n n 

in corrispondenza di un valore di k tale che 1 < k < n - 1, e che sia primo con n(l l. Allo­
ra le n potenze di e, e0 , c1 , e2 , .. • , e"- 1

, sono tutte e soltanto le n radici n-ime distinte del · 

numero 1. 

1 Evidentemente, qualunque sia l'intero posivito n, i valori k = 1 e k = n - 1 sono pnm1 con n . 
Se n è un numero primo, allora ogni k tale che J < k < n - l è pri1110 con n. 

... 
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Una tale radice n-ima del numero 1, e, chiamasi una radice n-ima primitiva dell'unità. 

Evidentemente, se n = 2, e= - 1 è una radice quadrata primitiva di 1. Se n = 3, e
1 

= ..::_ ~ + 

+ i ': e C2 = - ~ - i ': sono due radici Cubiche primitive di 1. 

14. Polinomi nel campo reale o complesso. Principio di identità dei polinomi. 

14.1. Definizione. Se n è un intero positivo e a0, a
1

, ... ,an sono n + 1 numeri 
complessi, la funzione p di C in C che in ogni numero complesso z assume il 
valore 

(14.1) p(z) = anzn + an_,zn-l + · · · + a,z + ao 
• 

chiamasi polinomio nel campo complesso, o anche polinomio in una variabile 
complessa, di coefficienti complessi a0 , a

1
, .•. , an . 

Se a0, a1, ... , an sono numeri reali, la funzione di R in R che in ogni numero 
reale z assume il valore (14.1) chiamasi polinomio nel campo reale o anche poli­
nomio in una variabile reale, di coefficienti reali a

0
, ai, ... , an . 

Il piii grande degli interi positivi i> 1 per i quali a; =1= O chiamasi grado del 
polinomio. Se a;= O per ogni i?:. l, il polinomio si riduce alla funzione costante 
a0 e si dice di grado nullo . . 

Evidentemente, ogni polinomio nel campo reale è la restrizione ad R del poli­
nomio nel campo complesso avente Io stesso grado e gli stessi coefficienti. Reci­
procamente, dato un polinomio nel campo complesso che abbia coefficienti reali, 
la sua restrizione a R è un polinomio nel campo reale. 

È anche evidente che se a è un numero complesso (risp. reale), p(z) e q(z) 
sono due polinomi nel campo complesso (risp. reale), le funzioni definite in C 
(risp. in R): z--+ a· p(z), z--+ p(z) ± q(z), z--+ p(z) · q(z) sono anch'esse dei poli­
nomi in C (risp. in R). Essi si chiamano rispettivamente polinomio prodotto tra la 
costante a e il polinomio p (z), polinomio somma e differenza e polinomio pro­
dotto dei due polinomi p(z) eq(z). È ovvio che il grado dei polinomi p(z) + q(z) 

non supera né ·quello di p(z) né quello di q(z), mentre il grado di p(z) · q(z) è 
la somma dei gradi di p(z) e di q(z). Cosf, per esempio, se p(z) = z2 + I e 
q(z) =-z

2 
+ z, p(z) +q(z) =z + I e p(z) · q(z) = (z2 + 1) (-z2 +z) =-z4 + z3-z2 +z. 

Secondo la definizione 14.1, le funzioni costanti di C in C o di Rin R sono 
classificate come polinomi di grado nullo. In particolare la funzione identicamente 
nulla in C o in R è un polinomio di grado nullo che assume costantemente valore 
nullo. Tale polinomio si chiama polinomio nullo nel campo complesso o nel 
campo reale rispettivamente. 

In proposito è di fondamentale importanza constatare che 
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14.2. Teorema. Il solo polinomio nel campo complesso (risp. nel campo 
reale) che sia identicamente nullo in C (risp. in R) è il polinomio nullo. 

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista un polinomio (14.1) nel • 

campo complesso di grado n> 1 che sia identicamente nullo. Allora, per ogni 

z =1= O si può scrivere, essendo an =1= O, 

n ( an- l 1 al 1 
p (z) = anz 1 + - + · · · + an Z a,, zn-l 

O è f 
'l •f' h ·1 an-1 1 ao 1 ra, ac1 e ven 1care c e 1 numero - + + - ti si può rendere in 

an Z anZ 

modulo pi(i piccolo di un prefissato numero reale positivo e < 1, dando a z 
valori complessi il cui modulo sia sufficientemente grande. Conseguentemente per 

an-1 l ao 1 . . , , 
tali valori di z sarà 1 + - + . . . + - ti * o e qu1nd1 sara anche p(z) =1= O: e 

an Z an Z 
ciò sarà in contrasto con l'ipotesi che p(z) è identicamente nullo. Allo scopo di 

verificare quanto prima asserito, basta osservare che 

(14.2) 
an- 1 1 ---+ a,, z 

. . . a0 1 
+ ­

an 

1 
Izi + 

... + ao 1 

lz I" 

e che il secondo membro di tale diseguaglianza è minore di e se ogni addendo è 

. d' 
1 

. ai 1 e . . { } . . 'fi nunore I e n, ossia n-i < - per ogni z E O, ... , n -1 . E ciò s1 veri 1ca per 
I an I lz I n 

. n a; 
ogni numero complesso z tale che I z In-, > - -

e an 

È poi ovvio che questo stesso ragionamento serve per provare che l'unico poli· 
nomio nel campo reale che sia identicamente nullo è il polinomio nullo . 

• 
14.3. D efinizione. Due polinomi p(z) e q(z) nel campo complesso (risp. 

reale) si dicono identici se in ogni numero complesso (risp. reale) z essi assumono 
lo stesso valore, ossia p (z) = q (z) per ogni z E C (risp. per ogni z E R). 

Poiché due polinomi p(z) e q(z) nel campo complesso (risp. reale) assumono 
lo stesso valore in ogni numero complesso (risp. reale) z se e solo se il polinomio 
differenza p (z) -q(z)<1l è identicamente nullo in C (risp. in R), dal teor. 14.2 con-

segue banalmente 

1 Se i polinomi p (z) e q (z) sono rispettivamente di grado n e m, con n > m, e si ha p (z) = 
= anzn + · · · + a 

1
z + a

0 
e q (z) = bmz"' + · · · + b,z + b0, il polinomio differenza p (z) - q (z) ha 

l'espressione p (z) - q (z) = anzn + · · · + am+1Zm+I + (am - bm) z"' + · · · + (a, - b1) z + (ao- bo). 

J 
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14.4. Principio di identità dei polinomi. Due polinomi nel campo complesso 
o nel campo reale sono identici se e solo se hanno lo stesso grado e gli stessi 

coefficienti. 

15. Divisione di un polinomio per un altro. 

È di fon~amentale importanza nello studio dei polinomi il seguente 

15.1. Teorema. Se p(z) e h(z) sono due polinomi nel campo complesso 
(risp. reale), di gradi rispettivi n e m, con n > m, esistono e sono univocamente 
determinati due altri polinomi nel campo complesso (risp. reale), q(z) e r(z), 
tali che per ogni zt:: C (risp. z e R) si abbia 

(15.1) p(z) = h(z) q(z) + r(z) , 

e dei quali q(z) abbia grado uguale a n - m e r(z) abbia grado < m - l 

oppure sza il polinomio nullo. 

Dimostrazione. Si abbia p(z)=anzn+ ··· +a1z +a0 , h(z)=bmzm+ ··· +b1z +b0, 

e cominciamo col dimostrare l'esistenza di una coppia di polinomi q(z) e r(z) 
soddisfacenti alle condizioni richìeste. Accantoniamo il caso banale m = O, in cui 

è h(z) = b0 , caso in cui basta porre q(z) = ;
0 

p (z) e r(z) = O, ed esaminiamo il 

caso in cui sia m > l. Poniamo 

Poiché an zn-rn h (z) è un polinomio di grado n in cui il coefficiente di zn è an, 
bm 

lo stesso di quello del polinomio p (z), r1 (z) ha grado -5. n - l . Se esso è allora il 
polinomio identicamente nullo, l'asserto è provato: basta prendere come polino-

mio q(z) il polinomio :n zn-m e come polinomio r(z) il polinomio nullo. Se 
m 

invece r
1
(z) non è il polinomio nullo, detto a1,n-l il coefficiente di zn-i (1), 

. 
poruamo 

1 Evidentemente nullo se il grado di r1 è minore di n - l. 
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. Poiché a~n-i z<n-iJ-m h(z) è un polinomio di grado n-1 il cui coefficiente di zn-J è 
m 

a 1,
11

_ 1, lo stesso di quello del polinomio r1 (z), r2 (z) ha grado < n -2. Se esso è 

allora il polinomio nullo, l'asserto è provato: basta prendere come polinomio q(z) 

il polinomio :" zn-m + a~n- i z<n- i>-m, e come polinomio r(z) il polinomio nullo. Se 
m m 

invece r2 (z) non è il polinomio nullo, si prosegue come prima. Il ragionamento 
può essere iterato n - m + l volte. Nell'ultimo passo porremo 

an-mm 
rn-m+1(z) = r,,-,1z(Z) - b ' h(z). 

111 

Poiché a,, -m,m h (z) è un polinomio di grado m, il cui coefficiente di z111 è a,, -m,m , 
b

111 
b111 

lo stesso di quello del polinomio r11-m(Z), rn -m+i(z) ha grado <m-1, oppure è 

il polinomio nullo. Cosi, ponendo q (z) a,, z" -"' + • • • + Q n - m m 
b,,, b,,, 

e r(z) = r11-111(Z), 

resta provata l'esistenza di una coppia di polinomi q(z) e r(z) soddisfacenti alle 
condizioni richieste. 

Allo scopo di provarne l'unicitir, supponiamo che si abbia simultaneamente per 

ogni z E e (risp. z E R) 

p(z) = q(z) h(z}•;-)'r(z) , p(z) = q(z) h(z) + r(z), 
' . 

dove (q, r) e (q, r) sono due coppie di polinomi soddisfacenti alle condizioni 
richieste. Si ha allora per ogni z E C (risp. z E R) 

[q(z) - q(z)] h(z) = r(z) - r(z). 

Ora, tale uguaglianza, a norma del principio di identità dei polinomi, si può verifi­
care solo se q = q e r =lr. L'asserto è cosf completamente provato . 

• 
,'t ' 

Si noti che la dimostrazione del teor. 15.1 fornisce un metodo costruttivo per 
determinare i due polinomi q(z) e r(z), che si traduce nel procedimento pratico 

che il lettore sicuramente conosce. 

15.2. Definizione. Nell'insieme dei polinomi nel campo complesso o nel 
" campo reale, l'operazione éhe-w.d ogni coppia di polinomi p (z) e h (z), rispettiva-

mente di gradi n e m, con n>m, associa la coppia di polinomi q(z) e r(z) 
determinati in base al teor. 15.1, chiamasi divisione euclidea e i due polinomi 
q(z) e r(z) si chiamano il quoziente e il resto della divisione euclidea di p(z)per 

h (z). 
Se r(z) è il polinomio nullo, si dice che il polinomio p (z) è divisibile per il 

polinomio h (z). 

-
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Esercizi. 

1. Si determinino il quoziente e il resto. della divisione euclidea del polinomio p (z) = 
- 3z3 + 4z2 - z + 1 per il polinomio h (z) = 2z2 + 1. 

Si ha 

e quindi 

3z3 

- 3z 3 

• 

3 
q(z) = - z + 2 

2 
e 

+ 4z2 z + 1 

3 
- - z 

2 

4z2 5 
- - z + 

2 
1 

- 4z2 2 

5 
- 1 - z 

2 

5 
r(z) = - - z - 1. 

2 

2z2 + 1 

3 
+ 2 - z 2 

2. Si verifichi che il quoziente e il resto della divisione euclidea del polinomio p (z) = 
= 5z4 - z3 + 4z - 1 per il polinomio h (z) = z - I sono rispettivamente i polinomi 
q (z) = 5z3 + 4z2 + 4z + 8 e r (z) = 7. 

16. Equazioni algebriche. Radici semplici e multiple. 

16.1. Definizione. Se p (z) è un polinomio nel campo complesso (risp. reale) 
di grado n > 1, il problema che consiste nel prendere in esame i numeri com-

, 

plessi (risp. reali) z tali che p (z) = O si chiama equazione algebrica nel campo 
complesso (risp. reale), di grado n e di primo membro il polinomio p (z), e si 
denota con la scrittura 

(16.1) p (z) = O. 

Ogni numero complesso (risp. reale) z tale che p (z) = O si dice che soddisfa 

all'equazione (16.1) o anche che è una soluzione o una radice complessa (risp. 
reale) di tale equazione o anche che è uno zero del polinomio p(z). 

Dal teorema 15.1 consegue banalmente: 

16.2. Teorema di Ruffini. Sia p (z) un polinomio nel campo complesso (risp. 

reale), di grado n;?: 1, e sia a un numero complesso (risp. reale). Allora p (z) è 
divisibile per il polinomio z - a se e solo se a è una radice dell'equazione 

p(z) = O. 
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Dimostrazione. In base al teor. 15.1 si ha p(z)=(z-a)q(z)+c dove c è una 
costante. Poiché p (a)= c, se p (z) è divisibile per z - a, allora c = p (a)= O; 
reciprocamente, se p (a) = c = O, p (z) è divisibile per z - a . 

La seguente definizione dà una classificazione delle radici di un'equazione 
algebrica. 

16.3. Definizione. Siano: p (z) un polinomio nel campo complesso (risp. 
reale) di grado n 2! 1, a un numero complesso (risp. reale), h un intero positivo 
~ n. Si dice che a è una radice di molteplicità h dell'equazione p (z) = O, oppure 
che a è uno zero di molteplicità h del polinomio p (z), se p (z) è divisibile per 
(z -a)h ma non per (z -a)h+i. Se a e una radice di molteplicità 1 dell'equazione 
p (z) = O, si dice anche che a è una radice semplice dell'equazione p (z) = O 

oppure anche che è uno zero semplice del polinomio p (z). 

Il seguente teorema, di cui tralasciamo la dimostrazione(!>, è di importanza 
fondamentale. 

16.4. Teorema fondamentale dell'algebra. Se p (z) 
campo complesso, di grado n 2! 1, l'equazione p (z) = O 
complessa. 

è un polinomio nel 
ha almeno una radice 

Il teorema 16.4 va anche sotto il nome di teorema di Alembert, ma fu Gauss 
che nella sua dissertazione di laurea pubblicata nel 1799, usufruendo della rappre­
sentazione geometrica dei numeri complessi, per primo fornf una dimostrazione 
rigorosa di tale teorema. Piu tardi, nel 1816, Gauss diede di tale teorema due 
nuove dimostrazioni, e, nel 1850, un'altra ancora, basata su ragionamenti algebrici. 

È appena il caso di avvertire che se p (z) è un polinomio nel campo reale, di 
grado n > l, il teor. 16.4 assicura soltanto che esiste Ùna radice complessa 
dell'equazione p (z) = O nel campo complesso. Cosf l'equazione z2 + 1 = O non ha 
alcuna radice reale, mentre nel campo complesso è dotata delle radici i e - i . 

17,_. Decomposizione di un polinomio in fattori di primo grado. 

Sia 

(17 .1) 

' Per la din1ostrazionc si potrà vedere Caccioppoli [3], pagg. 416-418, oppure Fichera (11], pag. 
548-551. 
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un polinomio di grado n > 1 nel campo complesso, e sia a 1 un suo zero, la cui 
esistenza è assicurata dal teorema fondamentale dell'Algebra. Se h1 è la moltepli­

cità di a 1, si ha 

dove p
1 
(z) è un polinomio di grado n - h1 non divisibile per z -a 1. Se h 1 < n, 

ovvero p
1 
(z) ha grado > 1, p1 (z) , sempre in base al teorema fondamentale , -

dell 'Algebra, è dotato almeno cli uno zero a 2, diverso da a 1, e se h2 è la moltepli-
cità di a

2 
si ha p1 (z) = (z - a 2)h2 p2 (z), e quindi 

dove p
2
(z) è un polinÒmio di grado n - h 1 -h2 non divisibile né per (z - a 1) né 

per (z - a
2
). Se h

1 
+ h2 < n, ovvero p2 (z) ha grado > 1, si prosegue come 

prima. Alla fin~ si giungerà per p (z) ad un'espressione del seguente tipo 

dove a 
1

, a
2

, ... , as sono tutti gli zeri del polinomio p (z), a due a due diversi tra 
loro, di molteplicità rispettive h 1 , ••• , hs, e Ps è una costante. A norma del princi­
pio di identità dei polinomi deve aversi h1 + · · · + hs = n e Ps = an. In conclu-
. 

s1one: 

17.1. Teorema di decomposizione di un polinomio in fattori di primo grado. 
Ogni polinomio p(z) (17.1) nel campo complesso, di grado n>l, è dotato di 

al piu n zeri distinti. Se questi sono i numeri complessi a 1, a 2 , •.• , a 5, con s < n, 

e h
1

, h
2

, ... , hs sono le rispettive molteplicità, si ha h 1 + h2 + · · · + hs = n, e al 
polinomio p (z) si può dare la seguente decomposizione in fattori<

1
J 

Se, quando un polinomio p (z) è dotato di uno zero a di molteplicità h, si 
conviene di dire che p (z) è dotato di h zeri coincidenti con a, si ottiene anche 

17.2. Teorema. Ogni polinomio p(z) nel campo complesso, di grado n ~ 1, 
è dotato di n zeri e n soltanto, distinti o no. 

1 Una tale decomposizione è evidenten1ente unica. 
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In riferimento all'equazione algebrica p (z) = O, il teor. 17 .2 si può anche for­
mulare dicendo che: ogni equazione algebrica nel campo complesso, p (z) = O, di 
grado n > l, ammette n radici e n soltanto, distinte o no, contando ognuna delle 
radici distinte un numero di volte uguale alla sua molteplicità. 

È utile rilevare che come corollario immediato del teor. 17 .1 si ha 

17.3. Teorema. Due polinomi p(z) e q(z) nel campo complesso o nel campo 
reale, di gradi n e m rispettivamente, che assumano valori uguali per n + l (se 
n > m) valori diversi della variabile z, necessariamente sono identici e perciò 

hanno lo stesso grado e gli stessi coefficienti. 

Dimostrazione. Nelle ipotesi fatte, infatti, il polinomio differenza p(z) - q(z), 
di grado < n, assume valore nullo per n + l valori diversi della variabile z. Esso 
è quindi il polinomio nullo e p (z) e q (z) sono perciò identici. 

Dal teor. 1.7.1 consegue anche banalmente: 

17.4. Teor~ma. Se a
1

, ... ,a
5 

sono s numeri complessi distinti, e 'h 1, ... ,h5 

sono s interi positivi, detto n il numero h1 + h2 + · · · + hs, esiste sempre un 
polinomio di grado n, ed è determinato a meno di un fattore costante, che 
ammetta i numeri a

1
, ... , as (e essi soltanto) come radici di rispettive moltepli-

cità h1, ... , hs. 

18. Polinomi ed equazioni algebriche a coefficienti reali. 

Supponiamo che il polinomio nel campo complesso 

(18.1) 
• 

di grado n, abbia coefficienti reali. Allora è facile constatare che se z è un numero 
complesso e z è il suo coniugato, si ha p (z) = anz" + · · · + a 1z + a0 = p (z): sicché 
non appena a 'è una radice dell'equazione p (z) = O, anche la coniugata a di a è 
un radice della stessa equazione. In altri termini, se il polinomio p (z) è divisibile 
per z - a, allora esso è anche divisibile per z - a, e quindi divisibile per il poli­
nomio di 2° grado a coefficienti reali (z-a) (z -a)=(z-,ì)

2
+µ

2
, se a=À+iµ. È 

poi evidente che se a è uno zero di molteplicità h, anche il suo coniugato a ha la 
stessa molteplicità, e cosf il polinomio p(z) è divisibile per [(z - ,ì)

2 
+ µ

2
]'

1

• 

Tutto ciò, insieme con il ragionamento seguito per provare la (17 .2), conduce 

ai seguenti risultati: 
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18.1. Teorema. Se il polinomio (18.J) nel campo complesso è a coefficienti 
reali e di grado n > I, allora, non appena esso ammette uno zero complesso, 
ammette come zero anche il suo coniugato, con la stessa molteplicità. Conse­
guentemente, se del polinomio p (z) a 1, •. . , a u sono gli zeri reali, di molteplicità 
rispettive h1, ... , hu, e se À.1 ± iµ1, ... , Àv ± iµv sono le coppie degli zeri complessi e 
dei loro coniugati, di molteplicità rispettive k1, ... , kv, si ha h1 + ... +hu + 
+ 2 (k 1 + · · · + ku) = n e il polinomio p (z l si può cosi decomporre in fattori di 
primo e di secondo grado a coefficienti reali 

18.2. Teorema. Ogni polinomio nel campo complesso, a coefficienti reali e 

di grado dispari, ha almeno uno zero reale . 
• 

Esercizi e complementi. 

1. Dato il polinomio p (z) = a11z" + .. · + a ,z + a0 nel campo con1plesso, di grado 
n 2 1, si denotino con /3 1, {32 , ... , {5

11 
gli n suoi zeri, distinti o no, e si scriva la formula di 

decomposizione (17 .2) nella seguente maniera 

Si esegua quindi il prodotto indicato e si raggruppino i termini contenenti le potenze di z di 
eguale esponente. Allora, tenendo presente il principio di identità dei polinomi, uguagliando 
i coefficienti dei termini di egual grado del polino1nio cosf ottenuto e del polinomio di par­
tenza, si ottengono le seguenti uguaglianze 

+ f3n = 

+ p 1'511 + . . . + /511- 1/311 
an-2 

a" 

. . . . . . . . . . . . . .. . 

che esprimono il legame che sussiste tra le radici dell'equazione p (z) = O e i suoi coeffi­
cienti. 

In pa1iicolare, nel caso dell'equazione di 2° grado 
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si ottengono le note relazioni 

2. Risoluzione di un'equazione algebrica di 2° grado. 
Se a, b, e sono numeri reali o complessi, consideriamo l'equazione algebrica di 2° 

grado nel campo complesso 

(18.1) az2 + bz + e = O . 

Poiché per ogni numero complesso z si ha 

[ 
b e] [( b )

2 

e b
2 

] az2 + bz + e = a z2 + - z + - = a z + - + - - - = a a 2a a 4a2 

=a z + - - 2 = -[(2az+b)2 - (b2 -4ac)] [( 
b )

2 
b

2 
- 4ac] 1 

2a 4a 4a ' 

l'equazione (18.1) è equivalente all'altra 

che ammette 
I 

(18.2) 

(2az + b)2 = b2 
- 4ac 

come soluzioni i due numeri complessi dati dalla formula 

dando alla radice J b2 - 4ac i due valori, di cui uno è l'opposto dell'altro, che essa assume 
nel campo complesso. In conclusione, le due soluzioni della (18.1) sono date dalla (18.2), 

che ne è la formula risolutiva, e coincidono con - _!!_ se b2 - 4ac = O. 
2a 

Il numero 6. = b2 - 4ac si chiama discriminante dell'.equazione (f8.l) o del polinomio 
az2 + bz + e, e, se i coefficienti a, b, e sono reali, si ha: 

1 °) se è 6. > O, l'equazione (18.1) ammette le due soluzioni reali e distinte 

dove la radice ..[F. è la radice del campo reale del numero reale positivo 6.; 

2°) se è 6. < O, l'equazione (18.1) ammette le due soluzioni complesse coniugate 

b . ../-6. 
z =-- ± z 

2a 2a 
• 

-
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dove la radice ,/ - · t:,. è la radice nel campo reale del numero reale positivo 

3°) se è t:,. = O, l'equazione (18.1) ammette la soluzione di n1olteplicità due 

b 
2=--

2a 

3. Risoluzione di un'equazione biquadratica. 
Se a, b, e sono numeri reali o con1plessi, di cui a :i: O, l'equazione algebrica di 4 ° 

grado nel campo complesso 

(18.3) a24 + b22 + e = O 

si chiama equazione biquadratica e si risolve osservando che essa si può anche scrivere cosi 
• 

a (22)
2 + b22 + e = O . 

Per risolvere, questa d'altra parte, basta porre w = 2 2
, risolvere l'equazione di 2° grado 

aw2 + bw + e = O , 

e, in corrispondenza delle due soluzioni w di questa, trovare i 4 numeri co1nplessi 2 tale che 
22 = w. E poiché le due soluzioni w si ottengono dalla formula I 

( 18.4) 
b ,/ b2 

- 4ac 
w=--+ 

2a 2a 

in corrispondenza delle due determinazioni nel ca1npo complesso della radice ,/ b
2 

- 4ac , 
le 4 soluzioni della (18.3) si ottengono dalla formula 

b ,/ b2 
- 4ac 

-- + 
2a 2a (18.5) 2= 

calcolando nel campo con1plesso la radice quadrata di ognuno dei numeri (18.4 ). La for­
mula (18.5) è · perciò la formula risolutiva dell'equazione (18.3). 

. 

4. Si risolvano nel campo con1plesso le equazioni biquadratiche 

2 4 - l = O , 24 + 1 = O , 324 + 1 = O , 2
4 + 2

2 + 1 = O. 

A titolo di esempio risolviamo la prima. Posto 22 = w, si ha l'equazione w
2 

- 1 = O, 
che ha le due soluzioni w = l e w = - 1. Ne consegue che le soluzioni z dell'equazione 
24 - l = O si ottengono risolvendo le due equazioni 2

2 = 1 e 2
2 = - l. Esse sono quindi 

2 = 1, 2 = - 1, 2 = i e 2 = - i . 

• 
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Si osservi che delle equazioni proposte le prin1e tre sono del tipo a24 + b = O, la quale 
è equivalente all'equazione 2

4 = - b!a, che può essere risolta calcolando nel campo com­
plesso le 4 radici quarte di - bla. 

5. Si risolvano nel campo complesso le seguenti equazioni algebriche di terzo grado 

2
3 + 1 = o . 2

3 
- 1 = o , 223 + 3 = o . 

Risolviamo a titolo d'esempio l'equazione 2 3 + 1 = O. Un primo modo per risolvere 
tale equazione è di scriverla nella formula equivalente 2 3 = - 1 e trovare le tre radici 
distinte nel campo complesso di - l. Tali radici si ottengono dalla formula 

lJ 1 lJ (l ) n + 2kn . n + 2kn - = , n = cos 
3 

+ z sen 
3 

per k = O, I , 2, e sono 1 . [3 1 
20 = 2 + l 2 , 2 1 = - , 

Questo stesso.risultato si può ottenere osservando che - 1 è una soluzione di 23 + l = 
= O. Per il teorema di Ruffini allora 23 + 1 è divisibile per 2 + 1 e si ha, eseguendo la 
divisione, 23 + 1 = (z + 1) (22 

- z + 1). Le altre due soluzioni dell'equazione si ottengono 
allora risolvendo l'equazione di 2° grado 22 

- z + 1 = O, e si riottengono i numeri 
1 . [3 

2 = 2 ± 1 2 · 

19. Risolubilità per radicali di un'equazione algebrica. 

19.1. Definizione. Un'equazione algebrica nel campo complesso si dice risolu­
bile per radicali quando le sue soluzioni si possono esprimere mediante un 
numero finito di operazioni razionali e di estrazioni di radici effettuate sui coeffi­
cienti dell 'equazione. 

Cosf sono risolubili per radicali le equazioni algebriche di 1 ° e cli 2° grado, 
nonché una qualunque equazione algebrica di 3° e di 4° grado. Per tali equazioni 
esistono formule risolutive generali nelle quali intervengono solo operazioni razio­
nali e di ·estrazioni di radici effettuate sui coefficienti. Per brevità non riportiamo 
qui le formule risolutive delle equazioni cli 3° e di 4° grado, per le quali rinviamo 
per esempio al volume [3] , cap. XIV. 

Sono altresf risolubili per radicali alcune equazioni algebriche di grado n > 5, 
come l'equazione binomia . 

az11 + b = O , 

le cui soluzioni si ottengono dalla formula 

-
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calcolando le n radici nel campo complesso del numero -bla. Si dimostra però 
che: 

19.2. Teorema di Ruffini-Abel. L'equazione algebrica generale nel campo 
complesso di grado n > 5 non è risolubile per radicali, ossia non esiste una for­
mula risolutiva valevole per tutte le equazioni di grado n 2:; 5 nella quale inter­
vengano solo operazioni razionali e di estrazioni di radici sui coefficienti. 

Questo teor_ema, di cui riportiamo qui solo l'enunciato, uno dei piu famosi teo­
remi di matematica, fu dfmostrato nel 1824 da uno dei piu geniali matematici di 
tutti i tempi, il norvegese Niels Henrik Abel (1802-1829). Una precedente dimo­
strazione sulla impossibilità di risolvere per radicali l'equazione algebrica generale 
di grado 5 era stata pubblicata nel 1799 dal matematico italiano Paolo Ruffini 
(1765-1822), ma era passata inosservata. 

Pur non esistendo una formula risolutiva generale per tutte le equazioni alge­
briche di grado n > 5, potrebbe restare il dubbio che ogni equazione di grado 
n > 5 sia risolubile per radic~li, variando la formula risolutiva da equazione a 
equazione. Si verifica però che: 

19.3. Teorema. Per ogni n > 5 esistono equazioni algebriche nel campo 
complesso di grado n non risolubili per radicali. 

È interessante sapere che di tale teorema sussiste la seguente formulazione piu 
forte: 

19.4. Teorema. Per ogni n > 5 esistono equazioni algebriche a coefficienti 
razionali che nel campo complesso non sono risolubili per radicali. 




