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Punti di discontinuita

DEF. 15 — Siano f una funzione reale di una variabile reale definita nel
sottoinsieme X di R, x, un punto di X per esso di accumulazione.

Se f non e continua in x , essa si dice anche discontinua nel punto x, oppure
che presenta una discontinuita in x, e tale punto si dice di discontinuita per f.

Discontinuita Discontinuita Discontinuita

dil specieo a di ll specie di lll specie o
salto eliminabile




Discontinuita di | specie

Si ha una discontinuita di | specie se, essendo x, di accumulazione per X a
sinistra e a destra, esistono e sono entrambi finiti i limiti

lim f(x) =1 e lim+ f(x) =1,

x—>x0 x—>x0
ma diversi. La differenza |l; — ;| prende il nome di salto della funzione.




Discontinuita di Il specie

Si ha una discontinuita dill specie quandoalmeno uno dei due limiti (sinistro e
destro) o non esiste oppure € infinito
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Discontinuita di lll specie

Se esiste ed e finito il limite

lim f(x)

X—X

lim £() # £(x0)

ma

allorala discontinuita si dice eliminabile




Teorema di permanenza del segno
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Teorema di permanenza del segno

(dimostrazione)

Per la definizione di limite, si ha
lim f(x) =1

X=X,

Ve> 03I, t.c|f(x) -1l <e

ovvero
[—e<fx)<l+e¢

Per 'arbitrarieta di &, posso porres = |[|

da cui:

-l < flx) <1+
Sel>0 0<f(x)<2l
sel <0 2l< f(x) <0

c.v.d.



Casodil =0

Il teorema non é validoperl = 0

Sia, ad esempio,

lim(1—x)=0

x—1
La funzione y=1-x rappresenta una retta nel piano cartesiano. Come si puo vedere
dalla figura, in un qualunque intorno completo del punto 1, i valori assunti dalla
funzione y=1-x sono in parte positivi e in parte negativi




Teorema inverso

Dimostrazione:
Per assurdo, sial < 0, allora

A’y t.cf(x) <0,Vx €'y ,conx # xg
ma, per ipotesi, f(x) & positivao nullain I .

Cio significa che per i punti x dellintorno I,, N I'x0 la funzione assume valori sia
positiviche negativi. Abbiamo ottenuto una contraddizione!



Teorema dei carabinieri

O xO X
h(x) < f(x) < g(x)
LT =t = i =
'L’I‘o glx)=¢




Teorema dei carabinieri (dimostrazione)

Essendo h e g dotate di limitein x,, per la definizione di limite, si ha:

Ve > 03, t.c.lh(x) — I <ecowerol —e <h(x) <l+¢
Ve > 03l t.c.|gx) — 1| <ecowerol —e < g(x) <l+e¢

Tenendo conto dellarelazione fra le funzioni, si ha:

Pl o i

[—e<hx)<fx)<gx)<l+¢ Vx €l NI,
e Y|
il che implicache
£ +E
[—e<f(x)<l+c¢ £«
el
ovvero "0
If(x) =1l <e
e quest’ultima relazione significa proprio che
lim f(x) =1
X—X,

[, 11,




Operazioni con i limiti

Dimostrazione

Caso limite finito: valendo la disuguaglianza

el =] < If(x) =1
essendo Ve > 0,|f(x) — | < & per x sufficientemente vicino a xy con x # x, si ha
anche ||f(x)| — |l|| <€
Caso dil = —oo: basta osservare che Vk < 0 si ha f(x) < k per x sufficientemente
vicinoa xy e x # x, e conseguentemente |f(x)| = —f(x) > —k.
Analogamenteper [ = 400



Teorema sul limite di una funzione
composta




Teorema sul limite di una funzione
Composta (dimostrazione)

Essendo il limitediginy, VI, 31, | VI, NY,y # y, si abbiag(y) € I; Essendo
d’altra parte yj il limite di f in x, determinato un tale intorno I, esiste, in
corrispondenza, unintorno I, tale che si abbia f(x) € I, Vx € I, N X, con x # x,,.
Ne consegue che, se y, = too oppurey, # too,may, € Y,Vx € I, N X'siha
f(x) # yo e quindig(f(x)) € I,.

Se invece y, € Y, se si verifica la condizionec,, Vx € X' appartenenteal piu piccolo
dei dueintornil e I, sihaf(x) €1, ef(x) # yo.

Alla stessa conclusionesi perviene se si verifica la condizionecy; in tal caso avendosi
g(y) €jnonsolosey € I, NY cony # yymaanchesey = y,




Teorema sul limite della somma




Teorema sul limite della somma
(dimostrazione)

Poniamo lim(f(x) = l; e lim g(x) = 1,.
X=X X=X

| caso - Se I ed I sono numeri reali, in base alla definizione di limite Ve > 0,31,
t.c. Vx € X N I, x # x si abbia simultaneamente
|If(x) — 1l <e e |g(x) — 1] <e. Ne consegue che, per gli stessi x vale la
diseguaglianza
(fC) + 9(0) — (L + 1| S 1) — L] + 1g(x) — 1] < 2¢
e quindi
lim (f(x) +gx) =L+
X=X,

Il caso — Se [; = +o0 e [, € un numero reale. Se f & convergente in x esiste un
intorno I, tale che la restrizione di f a X N [ sia limitata, ossia esiste una costante
c > 0 tale che |g(x)| <c, Vx € XnJ. D’altra parte, in base alla definizione di
limite Vk > 0,31, che si puo senzaltro supporre incluso in J tale che Vx €N
X, x # xg siabbia f(x) > k. Ne consegue che per questi stessi x si ha anche

f)+gx)>—-c+k
e quindi

lim (f(x) + g(x) = 4+

X—Xq



—

Il caso — Se [y =400 e [, =+400 in base alla definizione di limite
Vk > 0,31, | Vx € I N X,x # xq si abbiasimultaneamente f(x) > ke g(x) > k.
Ne consegue che per tali x si ha anche

f(x) +g(x) > 2k
e quindi
Jim (f(x) + g(x) = +o0

Negli altri casi si ragionain modo analogo



Situazioni possibili




Teorema sul limite del prodotto




Situazioni possibili

0 <0 0 + oc — X

m m- 1 m -1 0 + oo — 00

m - m- | m -1l 0 — 00 + oo
0 0 0 0 ? ?

+ o + oo — o0 ? + oc — o0

— 00 — o0 + oo ? — o0 + oo




Teorema sul limite del quoziente




Situazioni possibili

_9(x)
—LE‘:‘ m+# 0 0 + o0
fix)

2 1

£ 0 - o0 0
0 0 ¢ 0
+ o 00 o0 ¢
— OO 00 o0 ¢




Altre forme indeterminate

Se f e g sono due funzioni reali definite nel sottoinsieme X di R con f(x) positivain
tutto X, entrambe dotate di limite nel punto x, di R, si ha:

lim (f(X))g(x) = ]lim eg(x)'log(f(x))
X=X X—=Xq

Tale limite, a norma del teorema sul limite di una funzione composta, esiste se e solo
se esiste il limite

lim g(x) - log(fx)

Anche in questo caso, possono incontrarsi delle forme indeterminate:

0%, (+00)0, 1%



Situazioni possibili

_9x)
(f00) I + oC — 00
flx)
+ o0 + 00 0*
0~ 0~ + oo
1 ? ?
0 << 1 0~ + oo
(> 1 + oo 0"




