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Verso 11 concetto di funzione

I1 termine funzione gia appare 1in alcuni scritti del
matematico Leibniz (1646-1716). Tuttavia, in un primo
momento tale termine venne wusato 1in riferimento a
espressioni analitiche che danno 1la dipendenza di una
quantita numerica da altre. Successivamente la nozione ha
subito delle generalizzazioni ottenendo, nel secolo
scorso, la sua formulazione definitiva.

Definizione

Dati due insiemi S e T e una parte X di S, si chiama
funzione da S verso T, definita in X o anche funzione di
X in T, una corrispondenza tra elementi di S ed elementi

di T la quale ad ognhi elemento x di X fa corrispondere
uno ed un solo elemento y di T



Verso 11 concetto di funzione

FUNCTION f:

-
OUTPUT f(x)

L°’insieme X si chiama insieme di
definizione o anche dominio della
funzione f; 11 sottoinsieme T
costituito dagli elementi che
sono corrispondenti per mezzo di
f di elementi di X si chiama
insieme dei valori o anche
codominio della funzione f.

Si dice anche <che f e una
funzione definita nella parte X
di S e a valori nell’insieme T



Funzionli iniettive, suriettive, biettive

Definizione

Una funzione f: X € S — T si dice una funzione di X su tutto
T o anche una funzione suriettiva, se il codominio della
funzione, f(X) coincide con T, ovvero, equivalentemente, se
ogni elemento y di T e corrispondente per mezzo di f di
almeno un elemento x di X

Definizione
Una funzione f:X <SS —>T si dice iniettiva se, a due

qualunque elementi x e x distinti di X fa corrispondere due
elementi f(x) e f(x ) anch’essi distinti



Funzionli iniettive

Definizione analoga e la seguente:

Una funzione f:XCSS->T si dice 1iniettiva se ogni
elemento di T ha al massimo una controimmagine in S o,
cido che e 1lo stesso, se manda elementi distinti in
elementi distinti.

Geometricamente dire che ogni elemento di R ha al massimo
una controimmagine equivale a dire che ogni retta
orizzontale deve intersecare il grafico della funzione al
massimo in un punto



Funzionl i1niettive

Data una funzione reale di variabile reale y = f(x):

Per dimostrare che ¥ non e 1iniettiva basta esibire
una coppia di elementi distinti x,x,, appartenenti
all’insieme di definizione della funzione tali che
f(x1) = fx);

Per provare, 1invece <che f e 1niettiva, occorre
mostrare che Vx;x, €1.D. vale 1’implicazione

f(x1) = fxz) = x; = x,



Funzionli suriettive

La definizione di funzione suriettiva puo essere data anche
nel seguente modo:
Una funzione f:XCSS—->T si dice suriettiva se ogni elemento
di T ha almeno una controimmagine in A e cio vuol dire che f
e suriettiva quando si verifica che

VyeT:IxeX | f(x) =y

Geometricamente
Una funzione reale di variabile reale (per cui si assume
come codominio R) & suriettiva se e solo se ogni retta
orizzontale deve intersecare 1l grafico della funzione 1in
almeno un punto.



Funzionl 1niettive

Definizione

Una funzione si dice

ESEMPIO

y=2x-1

- Suriettiva
- Iniettiva

- Biiettiva

. '...\

suriettive

ESEMPIO

y=—x>+4
- Suriettiva se
y € |- 4]

- Non iniettiva se

X € |-o0;+o

biettive

biiettiva (o biunivoca)
se @ sia iniettiva sia suriettiva

[

y=_x2+4



Funzionil bilettive

Si pudo anche dire che 1la funzione
f:XcS->T e biunivoca se ogni
elemento y del codominio di f e il
corrispondente per mezzo di f di un
solo elemento x di X; ovvero,
equivalentemente, se Vy €T o non
esiste nessun x€X tale che y=
f(x) o, se ne esiste uno, questo e
unico. E anche ovvio <che 1la
funzione f non é biunivoca se e S
solo se esiste almeno una coppia

(x',x") di elementi di X tale che

x" #x" in corrispondenza dei quali

f(x) = f(x")

N '.‘. \
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si ha f(x")=f(x") \
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f non biunivoca

A(x’, x"),conx’ = x"| f(x") = f(x"")



La funzione inversa

Definizione

Funzione inversa

Data la funzione biiettiva f definita
nella parte X di S e a wvalori
nell’insieme T. Si chiama  funzione
inversa di f 1la funzione, definita 1in
f(X) e a wvalori in S, <che ad ogni
elemento y di f(X) fa corrispondere
quell’elemento x di X al quale la f fa
corrispondere y, cioé quell’elemento x di
X tale che y=f(x)

Data una funzione biiettiva reale di variabile reale

y = f(X),

disegnare il grafico di f ! equivale a partire
dalle ordinate di f e ricavare le ascisse.

Ordinate e ascisse si scambiano i ruoli.

I1 grafici di f e di f ! sono simmetrici
rispetto alla bisettrice del I e III quadrante.




La funzione 1nversa

Teorema

La funzione inversa di una funzione biunivoca e
anch’essa biunivoca

Dimostrazione

Infatti, la funzione f~!', inversa della f, a elementi
distinti fa corrispondere elementi ancora distinti, cosi
come la f



Immagine e immagine reclproca

Definizione

Sia f wuna funzione da S verso T,
definita nella parte X di S. Se A e
una parte di X, si chiama immagine di
A per mezzo di f, e si denota col
simbolo f(A), il sottoinsieme di T
costituito dagli elementi y
corrispondenti per mezzo di f degli
elementi x di A. se B e una parte di
T, si chiama antimmagine di B per
mezzo di f o controimmagine o
immagine reciproca, il sottoinsieme
di X costituito dagli elementi x 1
cul corrispondenti per mezzo di f
appartengono a B.




Restrizione e

Definizione

Se f e definita nella parte X di S e a valori nell’insieme T e
X' & una parte non vuota di X, si chiama restrizione di f a
X' la funzione definita in X' e a valori in T che ad ogni
elemento x di X' assume lo stesso valore che assume f.

Definizione

Siano S e T due insiemi, X' una parte propria di S, X una parte
di S tale che X' c X, g una funzione di X' in T. Una funzione f
di X in T si dice prolungamento di g su X se la restrizione di
f a X' coincide con g o, cido che & lo stesso, se f(x)=g(x)
Vx € X'

orolungamento di una funzione



Funzionli crescentli e decrescenti

DEFINIZIONE

Funzione crescente

Una funzioney=f(x) dil.D. X € R

si dice crescente in senso stretto in un intervallo
I, sottoinsieme di X,

se, comunque scelti x; e x, appartenentia |,
con Xy < X,

risulta f (x;) < f (x,).

ESEMPIO

y=x*-4 i
y=x2-4

Crescente in

[ =[0;+]

Se, invece di f

(4%

X,) < f (x,), val

L

o _ f(xq) < f(x0)
la funzione e crescente in senso lato
o0 non decrescente.




Funzionli crescentli e decrescenti

DEFINIZIONE

Funzione decrescente

Una funzione y = f (x) didominio D cR
si dice decrescente in senso stretto in un
intervallo /, sottoinsieme di D,

se, comunque scelti x; e x, appartenentia /,
con Xx; <X,

risulta f(x;) > f (x,).

ESEMPIO

Funzion escent

y=2- "X Se, invece di f (x;) > f (x,), vale

f(x1) = f(x9)
o la funzione é decrescente in senso lato
1 3 \_ X  onon crescente.

Decrescente in |- o; ‘I]i
Non crescente in R



Funzionli crescentli e decrescenti

DEFINIZIONE

Funzione monotona

Una funzione di dominio D — R sidice
monotona in senso stretto in un intervallo /,
sottoinsieme di D,

se, in quell’intervallo & sempre crescente o
sempre decrescente in senso stretto.

Funzione monotona crescente in /

FUNZIONE MONOTONA

N\

FUNZIONE FUNZIONE
CRESCENTE DECRESCENTE

Funzione monotona decrescente in /



Funzionil reali di una variabile

Una funzione f definita in un sottoinsieme X dell’insieme
dei numeri reali e a valori nell’insieme del numeri reali si
chiama anche funzione reale di una variabile reale

L’ aggettivo reale unito
alla parola funzione sta a
significare che una tale
funzione & a valori
nell’insieme dei numeri
reali

L’aggettivo reale unito
alla parola variabile sta
a significare che nella
scrittura f(x), la x
denota una variabile reale




Estremi di una funzione

Definizione

Sia f una funzione reale definita nel sottoinsieme X di R. Si
dice che f & dotata di minimo (risp. massimo) in X se 1l suo
codominio f(X) e dotato di minimo (risp. massimo) o, cio che
e lo stesso se

i € X (risp.x € X)|f(x) < f(x),Vx € X (risp. f(x) < f(X)
Se ci0 si verifica, il minimo (risp. massimo) di f(x) si chiama il minimo
(risp. massimo) della funzione f in X e si denota con uno dei seguenti

simboli:

minf, r)glel)l(l f(x)(risp. maxf, max f(x))



Estremli di una funzione

Definizione
Sia f una funzione reale definita nel sottoinsieme X di R.
si dice che f e limitata inferiormente (risp. superiormente)
in X se 11 suo codominio f(X) e 1limitato inferiormente
(risp. superiormente) o, ci0 che e lo stesso, se esiste un
numero reale k tale che si abbia

k<f(x),VxeX (risp.f(x) <k, Vx€X)

Un tale numero si chiama un minorante (risp. maggiorante) della f in X.

La funzione si dice limitata in X se e ivi limitata sia inferiormente,
sia superiormente.

Se f e 1limitata inferiormente (risp. superiormente) in X, 1’estremo
inferiore (risp. superiore) di f in X si denota con uno dei seguenti
simboli

inff, inf f(x)  (risp.supf,supf(x))

xeX



Funzionili pari e funzioni dis

DEFINIZIONE
Funzione pari

Indichiamo con X un sottoinsieme di R tale che, se x€X

Una funzione y = f (x) si dice pari in X se
appartenente a X.

ESEMPIO

Fix)=2¢-1

fl=x)=2(=x)*-1
=2x*—1=f(x)

f(x) = f (0

f e pari.

J

allora —x€X.
per qualunque x



Funzionili pari e funzioni dis

DEFINIZIONE

Funzione dispari
Indichiamo con X un sottoinsieme di R tale che, se x € X , allora —x € X.

Una funzione y = f (x) si dice dispari in X se f (-x) = - f (x) per qualunque
X appartenente a X.

A
y
ESEMPIO
f(x)=x3+x a e f(a) g
o (@) a X
f=x)=(=xP+(=x) f(-a)
==X =x==f(x)
f e dispari.



Classificazione delle funzioni

Funzioni reali
di una
variabile reale

Funzioni
trascendenti

Funzioni
algebriche

Funzioni
razionali
fratte

Funzioni
razionali
intere

Funzioni
trigonometriche

Funzioni
esponenziali

Funzioni
logaritmiche

Funzioni
irrazionali




La funzione lineare

Si tratta di una funzione reale del tipo
f(x) =ax +b, Vx € X
dove a e b sono due numeri reali.
Se a=0 la funzione si riduce alla funzione costante f(x) =b
Se a=1,b=0 essa si riduce alla funzione identica

I}'h




La funzione valore assoluto

La funzione reale f cosl definita ™ v4 f’_lm
f(x)=|x|, Vx€R y=
si dice funzione valore assoluto.
0 X

_Jx sex=0
F'{—x sex<0

a. La funzione valore assoluto.



Le funzionl signum e parte intera

Per ogni numero reale x, si
definisce funzione sign(x) 1la
funzione sotto riportata

11? y =sign (x) "

0 X

e e 1]

_J1 sex=0
F'{J sex<0

b. La funzione segno.

Per ogni numero reale x denotiamo con |[x] 1a
parte intera di x, cioe 1l piu grande degli
interi non negativi z<x,sex =0 e il piu piccolo
degli interi non positivi z>x,seex <0.
La funzione reale cosl definita:
f(x) =[x],vx €R

Si chiama funzione parte intera
Ay
T y=
R
3241 T

0 123 X

.
o

d

y‘={" sen<x<n+
—(n+1) se-{n+1)<x<-n

€. La funzione parte intera.



La funzione potenza (con esponente un intero positivo)

Se n e un intero positivo, si chiama funzione potenza di esponente n, la
funzione reale cosl definita

f(x) =x™",Vx €ER
Se n & pari essa e una funzione di R su [0;+o] 1le cui restrizioni agli
intervalli ]—o0;0] e [0;+o| sono rispettivamente strettamente decrescente e
strettamente crescente.

Se n e dispari, si tratta di una funzione strettamente crescente di R su R
M

Y




La funzione potenza (con esponente un intero negativo)

Se n & un intero positivo, si chiama funzione potenza con esponente intero
negativo -n, la funzione reale cosl definita

f(x)=x‘"=xin, Vx € R — {0}

Se n & pari si tratta di una funzione di R —{0} su ]0;+o| le cui restrizioni
agli intervalli |—o0;0] e [0;+o| sono rispettivamente strettamente crescente e
strettamente decrescente.

Se n e dispari si tratta di una funzione di R—{0} su R—{0} le cui restrizioni
agli intervalli ]—o;0] e [0; +o| sono strettamente decrescenti.

M

Y

fla) =1/a?



La funzione radice n-esima

Se n é pari, la restrizione di x" all’intervallo [0;+ox[ & strettamente
crescente, quindi e invertibile. La sua inversa & la funzione f(x) = i/x tale
che
x € [0; +oo » Y/x
Se n e dispari, si ha una funzione strettamente crescente, quindi e
invertibile. La sua inversa e la funzione f(x) = V/x tale che
X €RwH {x A

o/z, n pari Y, n dispari



La funzione potenza (con esponente un numero reale)

Se a € un numero reale non nullo, si chiama funzione potenza con
esponente a la funzione reale

flx) =x9

definita nell’intervallo [0;+oo| se a>0, nell’intervallo |0;+oo[sea <O.

a1
el

D<=l

A
W

% o <0 % a >0



La funzione esponenziale

Se a € un numero reale positivo e diverso da 1, si chiama funzione
esponenziale di base a, la funzione reale f cosl definita:

f(x) =a*Vx ER

La funzione esponenziale di base a €& wuna funzione di R sull’intervallo
]0; +oo[, strettamente crescente se a > 1, strettamente decrescente se 0<a<1

a > 1 0<a<l1

b
ra

".I/




La funzione esponenziale

OD<a<1i a>1

—————iiais =




La funzione log

Se a € un numero reale positivo e diverso da 1, si chiama funzione logaritmo
di base a, la funzione reale f cosl definita

f(x) =log,x,Vx € ]0; +oo[
Si tratta di una funzione che ha come insieme di definizione ]0;+o| e come
codominio R, strettamente crescente se a>1, strettamente decrescente se
O0<ax<l

a > 1 0<a<1



La funzione logaritmo




Le funzionl esponenziale e log

La funzione esponenziale e la funzione logaritmica

a>1 | y=log,x O<a<1



